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Une représentation graphique des points cycliques du plan. - L'auteur, apres 

de~ considerations préliminaires, indique nue représentntion grnphique, pcut etrc 
nouvelle, de la circonféreuce :walytique, en supposant des al>sci~ses algél>riques 
,w sens strict, et des ordonnées vectoriclles. La courl>e ol>tenne se compose d'uuc 
circonférence ordinaire du plan de base ct d'nne hypcrbole l'qnilatere rln plan 
perpendic<llaire a ce <lcrnier ct parallcle a l'axe des auscisses par le centre de la 
(Ji rconférence. Au rnoyen de cette représentation on pent mettre en éviflcnce, 
gmphiqnement, les propiétés des poiuts cy(Jliqnes et <les droites isotropes, pro
piétés qni out un aspect paralloxal en géométr ie synthetique. L'auteur étudie, de 

meme, les représentations relativos aux coniqnes analytiqucs en general. Letra
vail n'est qu'un premier chapitre d'une géométrie analytique vcctorielle. D'an
tres clmpitrés snivront. 

PRÉFACE 

Dans notre Étude sur leN Quantités mathématiques (2)1 uous avons 
nnalysé le concept ue qnantité mathématique, soit isolé, soit combiné 
avee celui de tlirection. Apre,.; avoir, en arithmétique, défini les opé-

(1) J~tutle préscutée i\ I'Académie Natiouale des i::kience~ Exactc~ , Ph~'sir¡nes et 
Naturelles de Buenos Aire~ le 22 jnin 1925, l'anteur étaut récipientlaire. Conuue 
ce dernier eroit que, d:ws 1' Argentino, il couvieut, avant t.ont, de faire en mathé
matir¡tHls une <Onvre de Yulgarisation, ses travaux serout tonjonrs pul>liés d•• 
f:~~·ou a etre compris el' un plus gn1nd nombre ele lectenrs en les exposant., antant 
qne faire se pourra, sous une fonne élémeutairc. 

(2) A. Hermanu, Paris, 1903. 

Anales de la Academia Nacional de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales, Tomo I (1928)
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ratiom; << llirectes >> 1 la considération det> opémtions <<in verses>> Hé 

préseute aussitót, mais alors, des cas d'impos¡.;iuilité se produisent (a 

commencer par la soustraction). ·Les opérations relativos aux gran
tlenr8 clirigées tlans deux sen;; oppoRé8 étant établies, ces cas de sons
tractions impossiules n'existent plus, mais, en revanche, il s'en pré
sente cl'antres qui, a lenr tour, deviennent püS8ÍU]es si l'ou g-énérali8e 

· la question en considérant des grandenrs dirigées dans nn plan, etc. 
C'est le point de vne géométriqne de Wesscl, Argand, FnuH;ais, Gom
pertz, l\Ionre,r, vYanen, Gau>'s, Uancl•y, Ptc. 

La <lifficulté n'en résnlte pas, cepemlant, tout i't fait écartée ainsi. 
Par cxemple, eu géomét,rie analytiqne, ou manipnlc eles symboles 
qui, d'apres dos l.mses établics pour cette science, n'ont plus de seus 
daHs les cas consi<lérés plm; llant; or, il arrive parfois qne ceH manie
ments de symboles dcpourvns ainHi de sens, aboutissent a des résnl
tats qni, enx:, en ont par l.Jasanl un. (.¿nelle solidit~ pent-ou douner 
alors a ces derniers '? Le génie d'nn Gauss, d'nn Euler, d'nn Cancl•y, 
d'nn LagTange, d'un Poncelet, doué comme il e:;;t d'nne merveilleuse 
faculté natnrelle qni Jni set·t de gnide et de <levinement, ponrra t.irer 
partí, sans s'égarer, <le pareils jeux de symboles. l\Iais cela n'arrivera 
pas att commm1 des mortels, et, dn reHte, ui les matllématiciens que 
nons venon:,; de Jtommer, ui Leibnitz, ni J. Bernouilli, ni Abe!, ni au
ettn autre de eenx qni firent un si remarquable u:;agc des quantités 
<< imaginaires » n'ont donné 1111 fondement qnelconque a l'emploi de 
pareilles expressions dépotnvneH de sens dans le donmine oit elles 
ont été employée8. lis se Hont, tout an plus, limité i\, tacher de 
j11stit·ier cet emploi en inYoqnaut de Yague¡.; analogies, ai11Hi qne les 
eoncorclances des résultats obtenus moyeuuant l'application incons
eiente <ln Príncipe de la. con~ervation des lois dn calen/ al{fébrique. 

C'e:;tjnstemcnt a cette époqne que d'Aiemhert a <lit: Suivez en 
11 cant ct la fo ·i vous 1'ienc7m ). et e'était bien en etl'et nne ce u vre de foi 
qtte de justifier un semblable maniement 1lc symboles, par l'iuvoeation 
el' une prétendue Généra lité rlc l.J A nalysc, sni yaut une pln·ase de La
g:rauge; on par celui d'un Príncipe c7e Continuité, cl'apres Poncelet. 

,Je préciserai mou idée par un exemple. Uéquation x• +- y'= T', 
1le la circonféreuce, correspond, clans le domaine strictement algébri
que, {1, la com·be tracée par un compas, car, comme dans ce domaine 
les racines carrées de qnantités négatiYes sont des non-scns, x et y 
ne penvent éxister ensemble (dnns l'équation en question), que pour 
tles va,lems convenables de l'une et de l'antre, comprises entre + r 

et- ·r. Di re alors que tontes lcR équations de cette courbe sout satil'-
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fa.ites pour lm; valem'R: x = = ~ y =i =; definir, en eonséqueuce. 
<lenx points << cycliques >>, commuus atontes les circonférences d'un 
plan; definir ensnite des << droites isotropes >>, nnissant les centres lle 
ees cireonférences avec les deux points commnns en questiou; ajouter 
que ces droites forment des angles égaux a.vee une droite quelconquc 
<ln plan; di re que la distance de deux points lle ces droitcs iRotropes 
sont tonjonrs nulles, etc., c'est, pour le domaine alg·ébriqne, employer 
un hmg-age insensé, fautastiquc et memc mom;truenx. Mais, si pom y 

échapper, on cousidere l'équation ()aus le domaine vectoriel plan, 011 

ne dü;tingue pas aiRément la maniere cl'iJJterpréfer le sens gmplliqn(• 
de l'équation. 
~ous nous proposons d'examiner les principales questious de cettc 

nature, en cherchant tonjonrs, tant que faire se pourrn, une interpn"
tation concrete ou graphique. 

Nons entendrons, en meme temps, terminer ainRi notre mn\Te dP 
vulgarisation, commencée depuis yoila déja plus de Yingt années, 
mais que des obligations plns pressantes, nous :waient presqn<' aus
sitót obligé d'interrompre. 

y 

Gl~OMl~'J'Rm VEC'l'ORUJLLR A DE1_TX VAlUABLES 

l. Avant de faire une plus g-rande généralisation, je vais sur le 

Fi~ttn· 1 

cLamp étudier le cas, in(liqu(" 
dans la préface, relatif aux 
<< points cycliqnes >> du pla11. 

Soit-;: un plan queje nom
menli plan de base; j'y Rnp
pose déterminé des axeR car
tésiens ortLogonaux de la 
g-éoml>trie analytiqne onli
naire. La variable inllépell 
dante on a1·gnment, x, ne prell
(lra, dans ce qui suit, que dPs 
,-alenrs alg-ébriqnes an seits 
strict (1n mot (valeurs réellcs. 

positives ou négatives) mnis nons admettrons que la fonction, y, soit 
un vecteur dirigé dans le plan ~, perpendiculaire au plan de ba;;;e ;:. 
par l'axe de y (fig. l) (Oy, clircctioll positive, Oy', direetion négati\·P). 
A cltaque valeur de x et de y, on pent, alors, fairc correspondre nn 
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point P, qui est l'extrémité rlu veeteur x + y (d'apres la loi dn para
llélogramme de composition des vecteurs). Rt réciproqnement, au 
point P, il ne peut que correspondre une valenr réelle de x et une 
vectorielle de y, lesquelles s'obtiennent en consi1léraut le plan qui 
contient P, et qui est perpendiculaire a l'axe Ox: le pied A de ce 
plan sur Ox, détermine la yalem OA de x; et alors le veeteur OB 
<< équipollent >> de AP, par O, est le vectenr y. 

2. Ponr la détermination de y, nous considérerons les quatre vec
tenrs uuitaires + 1, - 1, -+ i,- i, orientés dans le plan~ (voycr. 
fig. 2). Si e est le vecteur projection de y sur 
l'axe yy', et si d est la projection de y snr l'axe 
perpendicnlaire a l'antérieur, uom; Sa\-OllS qne 

<J et el étant algébriques (réels) snr les axes 
respectifs (1). 

Oette convention étant établie, retournons 
A l'expression 

x' +y'= r' 

dans laquelle '1' a le caraetere d'un paramctre 
{réPl) et examinons qurl peut étre le lien des 
points qui ont pour projeetions les extrémité~:> 
des veeteurs x et y qui se correspondent dans 
cette détermination (une des projecüons doit 
etre faite sur l'axe des x, l'autre snr le plan ~). 

Nons avons d'aborrl : 

-1 

+1 

Figur(~ ~ 

a. Que! que soit x (réel), ou obtient toujours pour y deux valenrs 
égales et de signes contraires (opposés); si x est eompris entre+?' et 
- 1·) les valeurs de y sont dirigées snivant l'axe des yy' (verseurs 0° 
et 180°}. Au eas contraire, ils le sont suivant l'axe perpendieulaire 
au précédent par O (versenrs de 90° et de 270°). Le tensenr est, 

dans le premier cas, j
1r• - x' ; il est ¡/x' - r' dans le second eas. Si z 

est le valeur arithmétique de ce tenseur, nons aurons, tlans le pre
mier cas: 

(1) Voycz, pour le calen! vectoriel plan , not,rc Étu!le Slt!' les Quantit6s mathtfma

tiques. GI'(Ul(lcurs dirig6cs, Quatemion,~. 
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eKt dans le üeuxieme 
z~=x'- 1''. 

C'est-ú,-1l ire, 

x'-z' = 1'', 

1!q nations respeetivement d'nne circonférence de rayon 1' et rl'une
hiperbole equilatere de demi axes de longnenrs r. 

4. Le lien cherché s'obtient, comme il a, été indiqué, Pll faisant la 

Figun_' ~ 

1-iomme vectorielle de .u et de y; les extremités non communes des vcc
teurs-sommes fournissent ce lieu; n:iais comme ici les ,-ecteurs y se 
mai ntiennent tonjonrs rlirigés, soi t d:ms l'une o u l'autre des directions 
opposés de l'axe yy', soit rlans celles de l'axe perpeullicnlaire a-;:, il 
;¡nfl'ira, pom obten ir la somme vectorielle, de tracer par leR extrémité.· 
des vectenrs .v, de;; pcrpen<licnlaires a l'axe xx', <lans le plan de base 
-:: qnant x est compris entre -j-1· et- r; et dans le plan z, perpendi
<·nlaire :1 celui de base, par xx', ponr les antrcs valeun; de x. Les 
ordonnées priscs sur ces perpendiculaires üoivent etre égales anx 

--

-., 

-..... 

_j 
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valeurs correspondentes du tenseur z ele y. On obtient ainsi le lieu 
clierclié, qui se trouve ctre constitué par une circonférence de_ myon 
r et <le centre O appartenant a u plan ele base o., et par une hyperbole 
equilatere de <lemi axes r située dans le plan 'l. (fig. 3). Si?'= O, la 
circonférence :;e reelnit au point O, et l'hyperbole anx elroites a f't b 

llu plan z passant par o, et iuclinées a 45° sur xx'. 
5. Xous aYons snpposé que les axes son orthogonaux et nons coJI 

tinuerons a les snpposer ainsi jusqlú't nouvcl ordre, mais si l'origin<' 
ne co1ncidait pas avec le centre de la circonférence, nous aurion~ 

l'équation 
(.r- m)' -+(y - n)' = r' 

m et n étant les coordonnées (réelles) dn centre. 
En répétant dans cecas le raisonnement fait pour le cas antérienr. 

on a, comme lien, la méme figure antérienr, l'hyperbole se tronvant 
llans le plan z perpendiculaire an plan ele base, par la droite parallele 
a l'axe xx' qui passe par le centre de la circonférence; d'ou il résulte 
que, pour une cireonférence elonnée, la position de cette hyperbole 
ne dépend que ue la direction de l'axe xx'. 

6. Nons aboutirions au meme résultat en soumPttant l'équation gé
nérale ~\ une t.nwsforrnation générale de coordonnées, c'est-ú-dire, en 
rempla~ant x ct y respectivement par 

x cos () - y sin O - m, .e sin O : y co~ O - n. 

7. Si an líen <l'une circouférence il s'agi;.;sait d'nue ellipsc <le demi 
axes a et b (a > b) nous aurions, en plagant l'origine des coordon
nées a son centre O, l'axe des x con
tenant a : 

b':c' -+- a'!!'= a'b'. 

Reprenant le raisonnement fait 
ponr le ccrcle, on trouvera comme 
lieu : l'ellipse conrante du plan de 
base, c'est-á-dit·c cellP qne trace un 
ellipsographc, et T'hyperbolc 

b' x' - a' y' = a' b' Fi ~nrc· 4 

située <lans le plau '/. perpcmliculaire a u plau "par xx', et <lont les 
demi axcs sont : a (snr xx'), comrnun avec l'ellipse de-;:, et b, perpen
dicnlaire a o. par O, ainsi que Findique le figure 4. 
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Mais, a présent, · un changement de coordonnées donnera lieu a 
tl'importantes _variations. 

8. Faisons tonrner J'axe xx' antour de l'origine, d'un angle e. Nous. 
anrons: 

b' (x cos ~ -y sin O)' + ct' (x sin O+ y cos 6)' = a'b'; 

(b' sin' O+ a' cos' O) y• + 2l(ct'- b') ~in O cos OJ xy + 

- (b' cos• O+ a' sin' a) x• - a•b• =O. 

Done, en résolvant cette éqnation, et apres quelques réductions : 

= - x sin acosO (a•- b') ± ab V- x' + (b' sin' O+ ct' cos' 0). (l 
y b'sin'O+n'cos'O ) 

C'est-a-dire que, pour chaftuc vnleur de x (réelle), le vecteur .lJ est 
la somme tles deux vectenrs y, et y,, a savoir : 

- x sin O cosO (a' - b•) 
y 1 = -:---:---.,------,--

b' sin' O+ a' cos• O 
(a} 

( tlu plan de base), 

(b) 
ab V- x' + (b' sin• 0 +a' cos' 6) 

y,=+ . ' - b' sm' O+ a• cos• O 

flUÍ appartiendra au plan de base qn:md 

x' < b• sin' O+ a' cos' O 

et au plan z, dans le cas contraire. 

9. Pour x = + Vb• sin' e+ a' cos' 0 = + Vk, qui correspoud a l'éva
uouissement du discriminant de l'éqnation, le vecteur y, disparait. 
Le Jieu (a) est une droite ~·de.,. qui passe par l'origiue ct dout le coéffi
cient angnlaire est : 

- sin O cosO (n' - b') l 
tangx= =- - · 

b' sin' O+ ct' cos• f) k 

Il convient de tronver les coorclonnées x., y., du point qni corres

ponfl a l'évanouissernent du yectenr y,. N ous a YODS vn que x. = + v'k. 
Pour tronver y. il suffit de remplager en (1) cette valeur de x, . On 
obtient: 

l 
Yo=+ -=· 

-v~c 
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lO. La fi gure 5 repré:sente l'ellipse, les axes de;,; coordonnées, la 
-- -

droite r. Les ~;egments relatif::; a. Xo et Yo sont + on., + H.T. Nous 

n vom; vn que x 0 = +OH,= + (k. üette valeur de le pent etre obte
nne grapltiquement ains i :Si A et B représentent le;,; extrém ités dn 
g-t'HJHl axe, et du pet.it axe de l'cll ipse, en les projetant orthogonale-

·X 
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ment snr l'axe xx' de fagon a ce qne les projections H et. I ;;;e trouYent 

<le <lifférents e6tés <le O, il en resnltera: OII =a. cosO; OI = b sm O. 

En prenant OJ = OI snr l'axe eles y, le segment ll,T a la valeur 

¡'a• cos• O+ b• sin' O, c'est-a-tlire, jnstement, ¡1/C. Done, OH.= BJ. Quant 

ú l'ordonnée correspondan te de x., e¡ ni, ponr cette valenr + Vk, se com-
- l 

pose nnic¡nemcnt du vcctenr (n), soit RT = + ,¡-' on pent l'outeni¡· 
-y le 
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graphiqnement eu cliercLant 1111 foyer F 1le l'ellipse; 011 n alor,;, 

OF' =a' - b' =o'. Done: 
. 

l =sin O cosO (a'- b') =e. sin(). e. cos . O. 

Cette expression rrprésente l'aire tln rectangle constrnit sm·les seg-
--

menb; FC et FD, abscisse ct ordomH'e du foyer F. ll suffit, par conRé-

gnent. de considérer sur l'axe des y le segment OE = BJ = 1 k; 1le 
joindrc ensuite B et U, et de trace1·. par D, la parallele DG a EC; on 

l. . • . OG l -out1ent ams1 le segment = ¡=· 
¡k 

11. ll s'en snit que les points singnliers '1' s'obtiennent aisément 

-en prenant OH= UJ, et RT = OG. r~c carré de Fhypoh'nnse O'l'. 
dn t.rinnglc PRT. a pour valrnr: 

7.-·' -:- 7' 
k 

a.· cos' O+ b· sin' O 

li' sin'() :-a' cos' O 

Les voints T sont é\·idemmellL cenx de eontact des tangentes ;) 

l'ellipse paralleles a l'axe yy'; OT est le demi-diametre eonjugné de 

-cette direction. Pour nnc yaleur de x moindre que OR, par cxemple 

ponr x = OQ (voyez le fignre G), le discriminant de l'équation est 
positif et les points P,, P,, corrc~;pondants de la courue, s'ol>tiennent 

-en ajontant ¡), I'ordonuée OS, co1Tespondante ele la droite r, c'est-a
{']ire an yectenr (a) les dcux seg-ments éganx et de signes eontl·ai-

-- --
res BP 1 et SP, dn vectenr (ú). tleuxieme COlllJIOHante de y. Ponr m1e 

valenr de x >OH, le üiscriminant est négatif, et les deux yalenrs dn 
vecteur (b) cloivent se prendre perpendicnlairement a u plan " de base 
par le point .1\1 de 1'. ·n est a.isé de se rendre compte que le Iicu ainsi 

-obtenu est une hyperl.Jole de clemi axe réel 0'1'. Considerons, par exem-
--

ple, le valenr or~ > OR de X (fig. 5). Le vecteur (a) est toujours celni, 

O.'II, qui corresponda la droite 1'; il faudra done tracer par l\T la per
pemlienlaire an plan dn papier (plan:: de bm;e) et prcndre d'nn cóté 

-et de l'autre, nn segment i\1Z de longneur égale au tenseur de (b). La 
com·bc ainsi obtenue dans le plan perpendicnlaire a celni lln pa
pier, par 1', aura done cette droite comme axc de symétrie, et pour 
consta ter qn'il s'agit en effet d'nne hypcrbole on peut la référcr a la 
pairo tl'axes orthogonanx d'origine O, celni des X coi:ncida11t avec ¡· 

-et l'autre, qne nons dironR, axe des z, perpencliculaire an plnn de base 



L 

- 263 

par O. Ou a alors, X et Z désignant les coordonnées d'nu point de 
cette courbe. 

-· -. _, x' l' le' + l2 n' cos• fl + b• sin' O 
X ' = OL + LM = x' +- = x • - - = x• ---'-----

le' k' le' 

k' 
.x" =X' -

r¡ 
en posant, ponr abrégér, 

q =a' cos' O+ b' sin ' e 

Z=+abV~ 
- k 

Ct' b' \X' - k) 
Z • = ---=--

lc ' 

d'oil, par I'Piimination de x entre leR valeurs de X ' et Z' 

c'est-a-dire 
x• z• 

- --- = 1 q: k a'b' : k 

éqnation tl'nHe hyperbole de centre O, et de ilemi axe réel OT = VIJ, 
le 

.comme nous l'avions exprimé plus baut. 

L'autre demi axe, a la valeur .~~ qui peut, graphiquement, s'obtenir 
vk 

ainsi :Le prodnit ab représente l'aire du rectangle coustrn.it sur lt>,.; 

<lenx demi axes OA et OB; si l'on prenden OB, a partir deO, le Rt' g

ment OV = HJ =(k, et l'on joint ensuite V et A, en tragant lapa

rallele, BU, a V A, le segment obten u O O (fig. 5) a,justement, la valeur 

ab ·¡ ' 1 1 · d 1' ,. ; 1 represente, e onc, le e em1 axe non transverse e hyperbole. 
j'k 

Dans la figure 5, l'hyperbole est supposéc rabattue snr le plan <1<> 

base au tonr !le 1·; elle est indiquée par le trait pointillé. 
12. Si les axes des coordonnées sont transportés parallelement ;\ 

eux memes, aucune modification ne se prodnirait relativement a la 
posit.ion de l'byperbole; autre chose resulterait an contraire d'une 
rotation des axes : si les orientations de ces derniers co'incident, 
asee celles <les axes de l'ellipse, l'hyperl>ole apparbendra á l'n11 on 

A:-.' .. .U' A U . Ctr.NC. lt.XAC'l'. - T. f J S 



- 264 -

l'antre des plans perpemliculaires a celui de base par les axes de 
coordonnées, et les axes <le l'hyperbole auront meme Yalenr que cenx 
de l'elli pse; un changemen t de ces orienta tions fait sortir I'Lyperbole 
des plans en question et modifie la longneur des axes qui ne sont 
plus, par conséquent, éganx a ceux de l'ellipse. 

J 3. Un raisonnement et nn calcul équivalent nous ~conduirait a 
étahlir que, s'il s'agit le l'hy· 

X perbole 

Fi~ure 6 

b'x'- a' y' = a•b' , 

x ayant <les yaleurs algébri· 
qnes (réelles) et y pouvant 
prendre des valeurs vectorie· 
lles, le líen est consti tué par _ 
l'hyperbolc courante dn plan 
de base, et par une ellipse 
située dans le plan perpendi-
cnlaire z, d'axe majeur 2ct 

co1ncü1ant avec l'axe trausverse de l'hyperbole et d'axe miueur 2b 

(fig. G). 
14. Si les axes des coorrlonnées ne coi"nci<lent. pas avec ceux de 

l'byperbole, il en résnlte des formules analogues a eelles deja tr01wées 
pour l'e~lipse; il snffit d'y changer b' par- b' . 

La valcur le= a' t;os' O- ú' sin' O ¡¡cut s:obtenir aisément ainsi : 

Soit A un sommet de l'hyperbole; le projection orthogonale OH (fig. 7) 

du demi axe OA sur xx' a pour valeur a cos fl; la projection OI de 

l'antre axe OB vaut b sin fl; done, si avec centre I etrayon =OH on 

coupe l'axe yy' en J; OJ résul te précisement avoi r la longueur ¡1[. 

L'abscisse OR du point critique T, qui corresponda la Yaleur nulle 

dtl discriminant, résulte égale a + ¡fk, c'esUt-dire a OJ. ]{plat.iYement 
- , sin O cos fJ (n' + b' ) l 

a l'ordonnée H/1', elle est égale a+ . = + -:=• Pt 
- ~k -vk 

on l'obtient en projetant nn foyer F de l'l•y1wrbole, en e et D snr les 

nxes des coordonnées : OF ' valant n' + b' , le nnmerateur de l~T est 

la valeur de l'aire du rectangle OeFD; tlonc si OI!J =¡'k= O,J, enjoi

gnaut E a e, pnis trat;ant la parallcle DG a Ee il resnltera: OG = H/1'. 
Les points T sont, par conséquent, tronvés, de meme que la droite r 
qui joiut O a T. 

J 
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Ponr tout point Q d'abscisse arithmétiquement snpérieure a OH, 
les ordonnées correspondan tes s'obtiennent par l' addition, de l'onlon-

née y, = QS de r, avec les deux vecteurs y,=+ SP. L'on obtient 
ainsi les points P 1 et P, de l'llyperbole de base. Quant aux points 

d'abscisses moindres que OR, par exemple le point L (fig. 7), il fau-

·y' 

y 
l<' igure 7 

ura ajouter a l'ordonnée y, = LM de t·, les deux vecteurs y,=+ MZ 
dirigés dans le plan perpendiculaire a r.. Ces valenrs sont : 

+ a.bV- x' + (a' cos' o- b' sin' 6) 
y,=- a' cos' & - b' sin• e · 

Le Iieu des poiuts ainsi obtenus, est une ellipse qui, dans la figure 
7, se trouve rabattue antour de r et imliqnée par des traits pointillés. 
La démonstration est identique á eelle faite précédemment. Si on la 
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rapporte a des axcs d'origine O, i'axe des X snivant. r, et l'axe des Z 
suivant la perpendiculaire au plan " [rabattne en (Z)l on obtient. 
comme éqnation !le la courbe : 

x • Z' 
q : k + a' b' : k = 

1 
· 

De sor te que l'ellipse a pour centre, O, ·et pour valenr des demi-axeR: 

V_kq' a~; Je premier est égal an segment OT. L'autre s'obtient, grapl•i
Vk 

quement, comme po''nr Je cas antérieur, en prenant. OV = OJ, puis 
joignant. V a A, et tra<;ant, par B, la parallele BU a V A jusqn'ú 

conper OA; OU est le segment cherché, égal an llemi axe OW. 
15. Finalement, s'il s'agissait d'nne parabole, dont l'axe se trouve 

z 

Fig nrf' S 

etre l'axe des x, le sommet 
co'incidant avec l'origine 
O, p étant le double de la 

/ 
distance du sommet au 
foyer, nous aurions l'éqna
tion :IJ' = 2px. Pour des 
val eurs positives de x, I'é
quation représentera la 
parabol e graphique clu 
plan de llase, et pour des 
valeurs negatives de x, 
une autre parabole iden
tique, de meme axe et 
sommet, mais située dam; 

le plan z perpendiculaire a 7t comme !'indique la figure 8. 
Si la directions de l'axe des x, relativement a celui de la parabole, 

forme un angle o, nons aurons : 

_ ptangO . +V2pxcoslj + p ' sin' O_ , + y _ - - x tangO - y, y ,. 
cos O - cos' fJ -

La composante .IJ , représente une rlroite pamllele ~~ . l'axe de la para
boJe a la distance p tang o, valeur qui s'obtient graphiquement (fig. 9) 

en projetant Je segment OP = p, en OB, parallelement a xx' sur la 

perpendiculaire, pa r O, a l'axe rle la parabole; OB est la <listance de 
¡· ú. I'axe de la parabole. Quant anx composantes +y., il faudra les 
prendre dans le plan de base si le discrimimmt est positif, et dans 
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le plan perpendiculaire lorqn'il est négatif. S'il s'évanouit, on a 
y,= O, et l'on obtient les points critiques T, d'abscisse 

OR =- 1!_ taug O sin O 
2 

valeur qui s'obt.ient graphiquement en projetant F en G (fig·. 9) sur 

X 

F' 

/ M 

/ 

./ 
__ .... -

y' • 

1 ; . . 
: 
: 

V jgurc n 

la perpendiculaire a l'axe de la parabole par le sommet o, l'abscisse 

ele G est celle OR: de T. 
Pour tout point Q a droite de R (fig. 9), le poiut du líen s'obtient en 

ajoutant a Fordonnée QS = y, de t·, les ordonnées +y,=+ SP, 
dans le plan du dessin. On obtient ainsi les points P, et P , de la para
tole grapbique tln plan de base; mais ponr tout point La gaucbe de 

1~, y faudra faire la somme vectorielle de l'ordonnée LM, correspon

tbnte de t·, avec les deux vecteurs + MZ perpendiculaires a u plan ~r. 
r.,e lieu ainsi obtenn est une antre parabole (qni a été rabattne 
antour de r, et indiqnée en traits pointillés dans le plan du dessin ). 
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16. Pour determiner le parametre de cette nouvelle parabole, nous 
la rapporterons au systeme d'axes d'origine T, l'axe XX', Rnivant 1·; 
et l'axe z, sui vant la perpendiculaire a T par '1'. N ous anrons alors, si 

X 0 =ÜR: 

X='l'M=x- x. 
coso 

X= X cose + X o =X cose -~tango sin o 

z• = + 2px eos e + P' sin• o_ 
- cos' O 

Si l'on remplace dans cette derniere, X par sa valenr tirée de la 
premiere, on obtient, en réduisant: 

?p 
Z ' = -~-X 

COS2 e ' 
ce qui indique que le parametre de cette parabole est celui de la 
parabole du plan de base, divisé parcos' e. On obtient graphiqnement 

la distance focale sans aucnne difficnlté (TF' = OE). 

JI 

LES POINTS CYCLIQUES, LES DROI'rES ISO'l'ROPES. LES ELLIPSES 

SEMBLABLES E'l' LES ELLIPSES HOMOFOCA.LES 

17. N ous so m mes maintenant a méme d'indiquer comment on 
peut graphiquement représenter certaines propriétés analytiques 
d'une circonférence, c'est-a-dire, du lieu représenté par l'équation 

(x -m)' + (y - n)• = r' 

ou x a une valeur algébriqne (au sens strict), y étant un vecteur, 
comme il a été expliqué plus haut; m, n et 1' seront également snppo
sés algébriques au sens strict. 

18. Tous les lienx représentés par ces équations, pour les valeurs 
quelconques ele m, n et 1·, se composent, d'abord, de toutes les circon
férences dn plan, (eourbes capables d'étre tracées par un compas), le 
centre étant le point de coordonnées m et n, et le rayon étant T; mais 
chacune rle ces courbes doit étre acompagnée d'nne hyperbole équila-

-j 

-

-
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tere comme il a été indiqué plus baut, (fig. 3); les demi-axes de ces hy
perboles ont la valeur r, et elles sout ton tes sitnées dans des plans per
pendiculaires a u plan ele base par lf'S droites paralJeJes a celJe des X qni 
passent par les centres respectifs de ces eirconférencQS lesquels sont 
également les centres des l'hyperboles corresponclantes. Les asympto
tes de ces byperboles sont a 45°' et ton tes paralleles ¡), l'une o u a l'au
tre des denx directions ainsi détermiuées. On peut, par conséqnent, 
dire qnl', si par !'origine des eoordonnées, l'on trace, llans le plan per
pendiculaire a ce! ni de base par l'axe des x, denx droites a 45°, )eR 
points a l'infini (o u<< impropres »)de ces droites, sont communs a ton tes 
les hyperboles, c'est-a-dire, anx lienx représentatifs de l'éqnation des 
<:irconférences (au sens analytiqne défini plnR bant). Ces points com
mnns ont pour coonlonnées: x ==,y=+ i =·Ce sout les points dit 
cycliqttes (lu plan relativement au systeme de coordonnées établi. Si 
l'on cllange la direction des axes, les points en question cllangerout 
aussi, fait qni meten évidence le caractere entierement analytique de 
ces points. lis dépenclent, en efr'et, du concept ele<< clirection >>, concept 
qni, grapuiquement, ne dt'pend que de la direction :fixée comme positi 
ve, laquelle est arbitraire. La phrase paradoxale : tontes les circonj'é
rences ont clmt.x points imaginctires commttns a l'i1~fini, nommés le.~ 

points cycliques dtt plan, se trouve ainsi grapbiquement expliquée. 
Quant aux (lroites isotropes, ce sont celles paralleles anx asymptotes 
des ltyperboles correspondantes; elles joignent un point quelconqne 
{ln plan de base avec les point::; cycliques. Que celá soit une pro
priété earactéristique des cireonféfences, ressort, en effet, de ce que 
l'on ne pourrait en dire de meme pour les ellipses, c'est-á-dire, pour 
les lieux qui répondent á l'équation flu numéro 7. Car ces lieux se 
<:omposent de toutes les ellipses du plan de base et des lJyperboles 
~orrespondantes, mais ces tlernieres (fig. 5) ne sont plus dans des 
plans paralleles, ni lenrs asymptotes sont également iuclinées. Il ne 
pounait se proclnire un cas analogue á celni de la circonférence que 
Ri les demi-axes e~ et b (a> b) des ellipses considérées satisfaisaient 
á la condition d'etre con::;tant le rapport a : b. Cette observation per
met de dire que tontes les ellipses semblables, qni out les grands axes 
(et par tant, les petitR) paralleles, ont deux points commnns a l'infini. 
Bt on pourrait en di re de meme pour les hyperboles, puisqne dans ce 
cas, leurs asymptotes seraient paralleles. 

20. Quant aux paraboles, comme lenrs com·bes complémentaires 
sont aussi des paraboles égales a celle du plan de hase, et ayant leurs 
axes paralleles, il fanllra.it que les paraboles dn plan de base eussent 
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leurs axes pamlleles et de meme parametre, e'est-ú-tlire: qu'elles fus 
sent égales entre elles_ Dans ce cas elles auraient éYidemment leurs 
sommets a l'infini communs. 

~l. Il est égalenwnt facile de donner un sens grapbique a l'ex
pression: toutes les circonférenccs ont deux asymptotes imaginah·es qui 
/eur sont tangentes anx points C.IJCliqnes, et qui J)(tSSent par lenrs centres. 
Au snrplnR, si les circonférences du plan <le base so1ü concentriques, 
les hyperboles complémentair<.'s out memes asymptotes; c'eRt-a-dire, 
que les lienx ;.;on tangentR anx points cycliqnes, et qn'ilR ont, non sen
lement ces ctenx points cornmuns, mais encore communes leurs tan 
gentes en ces points (droites isotropes), ce qni représente qnatre élé
ments: ils ne sanraient <lonc en avoir d'autres communs. Si, a u 
contraire, les circonférences ne sont pas concentriques, elles pe u vent 
avoir tleux autres points communs en deltors <les poiuts eycliques; 
ces points penvent se trouver sm les circonférences du plan de base. 
ou snr les l1yperbole;;; complémentaires, sans compt.er les cas limites. 
Bt réciproqnement. 

22. Nous avons déj;\ fait observer (n" .t), qne i:li le rayon de la cir
conférence devient nnl, le lien se rédnit a nn point dans le plan de 
ha;;;e mais: en fait. anx droites isotrope;;; qui passeut par ce point. 
Ceci explique, gmphiqnement, la propo;;;ition: nne ciroonférence de 
rctyon nnl CMtpe tonte autre circonj'ércnce conccntrique e:cclusit•ement 
cutx points cycliques. 

33. Si lleí> ellipses ;.;ont semblables, concentriqnes, (raxes corres
pomlant::; de meme rlirections- direetions qne nous prendrom; aussi 
eorume celles des axes de coordonnées, les hyperboles compléruentai 
res du lieu <lu plan de base ont memes asymptotes - de sorte que 
ces ellipses ont, non seulement commnns les points a l'infini, mai~ 
ansRi le -· tano·entes en ces points; elles ne penvent avoir done d'au
tres points commnns. 

3-L La pl upal't des propriétés d'aspeet entierement pa radoxal qnaml 
on ne consi<lt~re que le plan de base, deviennent d'une évidence tres 
g-rande quand on emploie la représentation graphique indiqnée, et 
meme, cette derniere signale qnelques errcurs que l'on commet des 
fois sur ces questionR, errenrs qui pa;;;sent inaper¡;ues, jnstement 
paree que l'on n'a pas une l'eprésentation visuelle. Ainsi, l'on dit 
quelque fois que, si l'on fait tonl'ner le plan de base autonr cl'un axe 
perpen(liculaire, en Jaissant invariable la direetion des axes des co
ordonnées, les dil'ections des points cycliqnes ne changent pas; cehl 
e;;t, en Pffet, une cons<~quence de ce que les hyperboles complémen-

---
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taires de:> circonféreuces dn plan de base, se trouvant daus des plans 
perpendiculaires a ce dernier par l'axe des ..v ou par des param~Ies 
;\ cet axe, ont toujours leurs asymptotes param~IE:s. Mais prétendre7 

par la, que ces directions invariables des droites isotropes sont des 
directions nbsolues dn plan, c'est comruettre nne impropriété, puisque 
ces tlirections changcnt ave e celle de l'axe des x, laq nelle peut etre 
qnelconque. Dn moins, il fant se mettre bien ll'accord snr le sens a 
<ionuer aux expressions que l'on emploie. 

25. On dit, quelquefois anssi, qu'un changement des axes des coor
données de clwnge pas leR coorilonnées des points cycliques, lesquel
les sont tonjonrs: .u==, y=+ i =· Mais, justement, conserver 
memes coordonnées clans un cbangcment el'axes, signifie clwn¡¡:er les 
points ou les directions corresponelantes. On pent dire done qu'i! y a 
impropriété elans ccttc plmtse: les points cycliqnes sont eles invco·iants 
absolus pour toute transfonnation ele coorelonnées. On devrait dire, en 
tout cas, non <<les points cycliqnes >> mais bien: «les coordonnées des 
puints cycliques ». En réalité, ce qu'il y a dans tout ceci d'invariable7 

c'est, pour notre représcntation, l'angle de 45° que les asymptotes 
des hyperboles complémentaires des circonfét'ences du plan de base, 
'iitnées dans des plans perpendiculaires a ce dernier, forment avec lui. 

26. On dit aussi sonvent que: pour fltire colncider deux figures sy
lllétriques (pa.r rapport ü une droite) cl'nn plan il ja1tt interchanger les 
points cycliqucs de ce plcm. Or, il est évident que cette co'incidence 
~'obtient en faisant tourner le demi plan qui se trouve d'un coté ele 
l'axe de symétric jusqn'á l'appliquer sur l'autre et réciproqnement· 
Uette opération se comprend sans besoin de faire iutervenir le~-; 

points cycliques mais si on Yeut les faire intenTeuir, il faut obsen-er 
r¡ne la rota.tiou incliquée ue peut procluire l'interchangement des 
points cycliques que Si l'axe de symétrie est parallele a J'axe des X 7 

on coincide avec lui. 
27. La proposition: tmtte cou.rbc de deuxieme degré q1ti passe pa1· 1m 

des points cycliqnes doit passer par l'uu.tre et étre ltinsi mw circonfé
rence, proposition qui se démontre généralement en faisant coustater 
r¡ne, si l'équationgénérale eles coniques est satisfaite par les coorelon
nées de l'nn des points cycliques, elle résulte, par ce senl fait, satis
faite par celles de l'autre, peut etre démontrée sans aucune formule en 
se représentant leR coniques comme nous l'avons gmpuiquement in
<liqué. Iln'y a évidemment que la circonférence qui répond a la con
dition établie. lVIais la conclnsion que l'on en tire, quand on dit qne 
<·e fait explique pot~rq110i lct circonférence est détenninée pm· seulement 



- 272-

trois points, au lien de cinq (les autres deux étant de::; points cycli
ques) semble plutót artificieuse, vuisque cette propriété cléconle in
médiatement de la forme de son équation . 

28. Nons avons vn plus hant qne les circonférences de rayon nul 
sont représentées par les deux <lroites isotropes passant les cen
tres respectifs; mais exprimer ce fait en disant que lct distcmcc des 
points cycliques ü 7tn ]Joint quelconq~¿e du plan cst nnlle c'e::;t. entrer 
dans uu termin enti\wemcnt <lifférent qui exige la définition préa
lable de la notion de distanec comme extensiou ele la uotion vulgaire 
•le ce concept. Nous traiterons cette qucstion a son temps et lieu. 

Avant ele terminet· ce chapitre, il convient de faire voir par quel
qnes exemples, l'utilité que peut rendre la représentation graphiqne 
indiqnée. Nons considérons ccrtaines propriétés des foyer::; des co
lliques. 

Fig-nrc 10 

29. Soit (fig. 10) une ellipse et une ltyperbole coaxielles, de grall<l 
axe 2a et de petit axe 'Jb. Si on trace les tangentes inclinées á, 45° par 
rapport anx axes, celles t', de l'hyperbole passent par les fOJ7ers F de 
l'éllipse, et c<:'lles t de l'cllipse, par le.s foyers F', de J'hyperuole (1) . 

(1) Si l'on écrit, en ctfet. la ronclitiou e}_!!_=+ 1 e¡ ni correspond aux tangen1 l'" 
dx -

a 45°. on pcnt ohtf'uir les coorrlonnécs des poiuts do contacten éliminnnt x e1 y 
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Ceci dit, relevons une des courbes autonr de l'axe des x jusqu'a la 
placer dans le plan perpendiculaire a celui de base (flg. 11 et 12). Les 
tangentes t ou t' a la courbe relevée continueront a passer par les fo
yers fle la courhe fixe; mais la figure ainsi obtenne correspond aux 
figures 4 (ou 5), c'est-a-dire, anx représentations grapl1iqnes de lienx 

b'x' + n'y' = a'b'. 

Fig-nrr 11 

Les quatre tangentes ton t' a la courbe relevée resultent (étant a 
45°) paraW~les aux droites di tes isotropes; ceci donne une représenta-

-entre l'équation ainsi obtenuc et celle de la conique dounée. Ou obtieut aiusi 

a• 
x.=±,, .- b.; va-+ -

b' 
11. = + ,-, . - b". -a-+-

Le point oü cette tangente conpe l'axo des x a pour abscisse 

x,- Yu = ± Va• :::¡::: b' =±e, 
c'est-:\-üire, préciscment, les abscisses eles foycrs ele l 'antre com·be. 

S'il s'agit de la parabole y• = 2px, la coudition t!:!!. = 1, fonrnit, commc coor-
d:r 

donuées el u poiut de tangeuce: x0 =- ~~ Yo= p; c'est-i't-dire, l'abscisse et J'ordou

née du foyer, ele sorte que les deux paraboles étant idéntiques, l'unc a droite, 
l'nntre n gnuche, la propriété se tron>e nrifiéc. 



- 274-

ti on graphique a la phra¡;e : les foyers d1 une conique sont les points 
d'intm·section des tangentes ti, la courbe considerée, t1·aceés par les points 
cycliques du plan. Comme ces m emes tangentes a 45° a la courbe rele
vée se coupcnt., dans le cas de l'ellipse et de l'hyperbole, en deux an
tres points Fi, appartenant a l'axe perpendiculaire au plan ele base, 
a la meme distance dn centre qne les foyers F, F' out en tire une 
explication de ce qu'il faut entendre par les foyers dits <<Ímaginai
res >> de ces courbes ; points qni ont memes coordonnées que les foyers 
vérit.ables on << réel s>> mais affcctés du signe de l'imaginaire, qni, pour 
notre représentation vectorielle, se rapporte a un vecteur perpen
<1iculaire au plan de base par le centre de la courbe. 

' 
-~~--

Figure 12 

30. Dans le cas de la parabole, il n'y aurait qu'nne ¡mire de tan
gentes a 45° et, par conséquent, pas de foyers imaginaires . 

31. Considerons, maintenant, denx elli pses ou dcnx hyperboles 
ltomofocales; elles ne se coupent pas dans le plan de base. A n con
traire, une ellipse et une l1yperbole h omofocales se conpent tonjours 
4lans le plan de base, et elles le fo nt meme orthogonalement (1). Dans 

x• Y' x• y• 
(1) En effet, si l'ellipse a• + b2 = l et l'hyperbole a" - /ji' = 1 sout homofo-

cales, on doit avoir, a" - b' = a·• + b" de sorto que, en sonstra.yant on a 

x• y• 
a.' a'' - b'b" = 0 

; 

e ' est-a -dire 

condi t ion q ni doit litre satisfa ite pa r les poin ts d ' in te rsection ch erchés (X., Y
0

) 

s 'i ls existent dans le plan d e base. )Ia is le li ou exprimé par la d ernier e egali té 

-

t 
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le premier cas, si les courbes ne se coupent pas dans le plan de base 
les courbes complémentaires le font sfuement. 

En e:lfet, soient les deux ellipses 

x' y' -+--1 a,' b, • - ' 
x' Y' -+--1 a,' b,•- · 

Les équations des courbes complémentaires, dans lenr plan, sont 

x • z• 
- - -= 1. a, • b,' ' 

x• z• 
- - -= 1. a; b; 

Par la condition <l'homofocalité supposée, nous avons : 

a,'- b,' = a.,•- b; = e'. 

(a) 

(ú) .. 

(e) 

Les coordonnées x,, z., des points d'intersection, s'ils existent, 
<loivent satisfaire a la condition obtenue en soustrayant (a) de (b), 

-c'est·a·dire, en tenant compte de (e) 

x ; z ,• 
-----=0 
a, ' a,' b,' b.' 

(d) 

'(je qui revienta ét.ablit· que ces points d'intersection existent en e:ll'et, 
-et que les com·bes se coupent orthogonalement (voyez la note au bas 
<le la page). Le lieu indiqué pat' (d) (en supposant que x,, y , sont des 
-coordonnées conrantes) est constitné pas deux droites symétriques 
{)Olltenant !'origine. J_.~es COOrdonnées de leurs points d'intersection 
avec la courbe ont pour valeur : 

X -+a,a, 
-"o- --; - e 

Z=+b,b,. 
- e 

'()St constitué par denx: droites symétriqnes contenant !'origine O. Les éq uation~ 
des tangentes nnx com·bes, e n chacnn d e ces points sout : 

XX., + YY., _ 1 . 
7 ¡;:;-- ' 

XX, YY0 7-v= l. 

X ' y, 
1/éq uation -•- - -----"--; =O inrlique que ces deux: tangentes sout perpendicn-

a'a" b'b'-

laires . S'il s'ngissait, un contraire, de deux ellipses (ou de deux hyperboles) 
X' Y' X' Y' 

homofocnles, au lieu rl 'nvo ir --. ---= O nons anrion s -.-+--=O, qui 
a'a'- b'b'' a-a" b'b" 

o1e peut ctre satisf:tite par ancnnc droite cln plan pnisqu'il s'agit de l a somme 
llnlle de denx carrés. 
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Les tangente¡:; aux courbes en ces point ont pour équations : 

xx. -l- zz. 
- - = 1· a,• ' b/ ' 

xx. zz. 
-- --=1. a; b; 

:b}t l'égalité (d) indique que ces tangentes sont orthogonales. 
32. Le sens grapllique (le la phmse : deux coniques homofocales Sff 

coupent touj07trs orthogonalement, résulte établi. En realité elles ne 
¡,;e coupent clans le plan ele base que qnand elles Ront de nature diffé
rcnte (ellipse et hyperbole); dans le cas cont.raire, elle le font dans le 
plan perpendiculaire a celui de base par l'axe des x. 

• 33. On dit aussi que donner un foyer c'est établi1· dmtx conditions, 
puisqtw ccli'i signijie donner dmtx tangf!ntes au líen, soient : celle.~ qui 
nnissent le foyer en question a veo les points cycliques du. plan. Ce lan
gage est inadmissible dans la géométrie syntl1étique, mais le fait en 
soi est exact, ear si an foyer en qnestion on ajonte la circonférence di
rectrice de la eoniqne, cette derniere résulte déterminée (1 ). Or, com
me une circonférence Re détermine par trois éléments, le foyer impli
<]ne, done, la connaissanee de fleux antreR. Il n'est par com;équent pas 
nécessaire de faire, ponr le cas, intervenir les éléments «imaginaires» 
du plan, comme l'on dit en employant le langage courant (ou les élé
ments hors du plan, selon notre représentation). ~Jaintenant, si l'on 
veut se placer a u point de vue de la géométrie analytiqne veetorielle, 
la phrase signalée plus baut peut etre consitlerée correcte quoique tant 
soit peu précise, carla direction des points cycliques dépend des axes 
des coordonnées. I1 faudrait alors éclaircir. En observant les figures 
4 a 7, on se rencl aisP.ment compte qne, donner la conrbe du plan de 
base, c'est flouner aussi sa courbe complénwntaire ponr des axes de 
coordonnées qni co'incideraient avec ceux de la conique. Si l'on don
ne seulement un foyer, cette direction est üwonnne et il fant commen
eer par la déterminer en employaut provisoiremcnt des axes des 
coordonnées sitnés d'nne fiu;on quelconque dans le plan. Si O est l'au
gle que forme, avec l'axe des x, le grand axe de laconiqne, et si m et 
n sont le coonlonnées du centre, l'éqnation de la conr·be est : 

+ b' [(x-m) cosO- (y- n) sin 0]' + 
+ e~' [(x- m) sin l:l + (y- n) cosO]' = + a'b' (a) 

(•qnation qni contient cinq quantités inconnues : a, b, m, n, (). 

(1) Une ellipse on une hypcrbole. 
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Uonsiderons alors les figures 5 et 7 ou le combes en traits continus 
sont celles cln plan de base, et celles en traits pointillés les com·bes 
eomplémentaires rabattues. Connaltre un foyer signifie connaitre les 
toonlonnées cl'nn point des tangentes a la conrbe rabattue situées a 
45° relativement a l'axe consideré de la conique. Si l'équation de la 
<:ourbe <ln plan de baseconespond anx signes supérieurs de (a), cellede 
la courbe rabattue correspoud aux signes infP.rieurs et vice-versa (1). 
Pnisquc les tangentes en qnestion forment avec no~rc axe provisoire 
<les x des angles de 45 -1- O et 45 -O; il suftlra cl'établir, relati vement 
a la courbe rabattue, la condition : 

el y 
- = + tang(45- 6) 
dx -

ce qni implique l'existQ.tlCe de trois équations entre les ciuq incon
nues. Voila, en rigneur, pourquoi, sons le point de vue des points cy
cliques, la connaissa.nce dn foyer représente deux conditions. N ous 
anrions une démonstratiou également simple s'il s'agissait de la para
bol e; seulement, dans cecas, la courbe devant etre tangente a la droite 
de l'infini, nons aurions trois conditions. Synthétiquement, nous pour
rions di re que, dn moment qne qnand on connai t la directrice de la 
parabole, et son foyer, la parabole, par la cléfinition élémentaire de la 
com·be est detérminée; et <lu moment aussi que, connaitre une droite 
signifie ét.ablir deux conditions, y en ressort qué la connaissance dn 
foyer implique donner trois conditions. 

34. Connaitre denx foyers suppose done quatre conditions; con
naitre en plnR un point, c'eRt déterminer la conique (2) mais, pour 
établir ce résnltat, il n'est paH nécessaire d'avoir recours anx points 
cycliqnes, ressonrce clu reste passablement artificiense; on pcnt, se eon
tenter <les propriétés les plus élémentaires de ces courbes. D'abord, si 
J'on donne deux foyers, ilne peut s'agir que de l'ellipse on de l'hyper
hole; ¡Jonner encore un point, c'est établir la valeur de la somme ou de 
la différence constante des deux vecteurs qui unissent nn point el u liell 
aux foyers, c'est-a-dirc, déterminer la conique (ellipse ou J¡yperbole). 

'ront ceci est enti(lrement élémentaire, mais nons fiNOliS exprimé 
notre rlésir <le faire, en passant, une muvre de vnlgarisation. 

(1) ll y aura tlo11c denx solntions selon que le foyer donné soit cousidéré com
me appartena,nt a une ellipse ou a une hyperbole. 

(2) 11 y a deux solutious selon qne le foyer douné soit consideré conuue appar
tenant a uue ellipse on a une byperbole. 
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Voici, pour finir, une autre des propriétés paradoxales des foyer,.; , 
qni <<san te anx yeux >> dans notre représentation graphique. 

35. Un foyer est (on peut et1·e eon8idéré eomme) une eireonférenee de 
rayon nul tangente a la eonique e01Tesponilcmte en cleux points imagi-
1taires ele lct direetriee. 

1\falgré qu'il serait plus logique de laisser ce théoreme pour et re 
traité a la suite du chapitre ou l'on généralise la représentation gra
phique envisagée, on pent l'exposer ici de la fagon suivante. 

Considerom; la fonction linéaire : 

px + qy + e = O 

qni, dans le pla11 de base, représente une droite quelconqne. Si x et y 
peuvent etrc des vecteurs, nous verrons plus tard que le lieu déter
miné par l'équation peut Hre rept·éseuté a u m oyen el' un plan coté; 
maintennnt, si nous vonlons simplement représenter la fonction li
néaire particnliere 

X=e (e étant << réel >>) 

qui, dan.,; le plan fle base, représentc une droite para.llele a l'axe dt• y 

.a la distance e, on pent alors observer que, qn'elle que soit la valenr 
de y, méme vectorielle, le líen représenté par l'équation est un plan 
para11ele a YOZ, a la distance e ele l'origine. 

Nous savons d'ailleurs que, si dans x' + y' = r ' on fait r = O, le líen 
représeuté (x étaut « réel >>) se rednit, dans le plan tle base -., a un 
point, et dans l'antre plan z, a tleux droites qui sont les bissectrices 
des angles droits que forment entre enx les axes des X et des Z (Yo
yez n° 4). Ceci établi on rappelé, cons iderons une ellipse représentée 

par l'équntion ~ + ~=l. Le lien se compose de l'ellipse du plan <le 

x• Y' 
ba.se, dont l'éqnation est U' + b' = 1 ct de l'hyperbole complémen-

taire rlont l'équation est X'- zb ' = 1. J,es droites <lont les éqnation¡.; 
et' ' 

sont 
a' a' 

x=+ = + - , 
-¡la' -/¡' -e 

représentent ici des plans perpendiculaires a ccl ui u e base traeús par 
les directrices de l'ellipse, c'est a-dire, par les polaires des foyers COII

sidérés (fig. 11 et 1~). Une circonférence de rayon nul et de centt·e F. 
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est representée par les tangentes, t', a l'hyperl.10le complémentaire par 
F puisqne, comme nous l'avons vu précédemment, les coordonnées, x ., 
des points de contact, sont précisément + ~. La phrase paradoxale -e 
citée acquiert une signi fication, car on dédnit dn raisonnement fait 
que la directrice de la courbe est représentée par nn plan; qne Jp foyer, 
circonférence de rayon nnl, est coustitué par denx <Iroites, et que la 
courbe tangente est l'hyperbole complémentaire de l'ellipse du plan 
de baae. On en dirait de meme quand la conrbe de ce dernier plan est 
une byperbole ou une parabole. 

On entrevoit également une interprétation de la tbéorie des poles 
et des polaires quaníl il est impossible de tracer <les tangentes a la 
conrbe <ln plan de base. Par exemple, pour h•s foyers, ces tangentes 
devront etre tracées a la eourbe complémentaire, et en nnissant le¡;; 
points de contact on obtient le point de la directrice situé sm· l'axe. 
Mais n'anticiponfl pas. 




