UNE REPRESENTATION GRAPHIQUE DES POINTS CYCLIQUES DU PLAN
PREMIER CHAPITRE DE GEOMETRIE ANALYTIQUE VECTORIELLE

Par C. C. DASSEN )%

Doctenr ¢s sciences (1)

RESUME

Une représentation graphique des points cycliques du plan. — L’auteur, apres
des considerations préliminaires, indique une représentation graphique, peut étre
nouvelle, de la circonférence analytique, en supposant des abscisses algébriques
au sens strict, et des ordonnées vectorielles. La courbe obtenue se compose d’une
circonférence ordinaire du plan de base et d’une hyperbole equilatere du plan
perpendiculaire a ce dernier et parallele a ’axe des abscisses par le centre de la
circonférence. Au moyen de cette représentation on peut mettre en évidence,
graphiquement, les propiétés des points cycliques et des droites isotropes, pro-
piétés qui ont un aspect paradoxal en géométrie synthetique. L’anteur étudie, de
méme, les représentations relatives aux coniques analytiques en general. Le tra-
vail n’est qu’on premier chapitre d’une géométrie analytique vectorielle. D’au-
tres chapitres suivront.

PREFACE

Dans notre Etude sur les Quantités mathématiques (2), nous avons
analysé le concept de quantité mathématique, soit isolé, soit combiné
avec celui de direction. Apres avoir, en arithmétique, défini les opé-

(1) Etude présentée i VAcadémie Nationale des Sciences Exactes, Physiques et
Naturelles de Buenos Aires le 22 juin 1925, Yauteur étant récipiendaire. Comme
ce dernier croit que, dans I’Argentine, il convient, avant tout, de faire en mathé-
matiques une @uvre de vulgarisation, ses travaux seront toujours publiés de
fagon a étre compris d’un plus grand nombre de lecteurs en les exposant, autant
que faire se pourra, sous une forme élémentaire.

(2) A. Hermann, Paris, 1903.

Anales de la Academia Nacional de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, Tomo I (1928)
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ations « directes », la considération des opérations «inverses» se
présente aussitot, mais alors, des cas d’impossibilité se produisent (a
commencer par la soustraction). Les opérations relatives aux gran-
deurs dirigées dans deux sens opposés étant établies, ces cas de sous-
tractions impossibles n’existent plus, mais, en revanche, il s’en pré-
sente d’autres qui, a leur tour, deviennent possibles si I'on généralise

- la question en considérant des grandeurs dirigées dans un plan, ete.

(est le point de vue géométrique de Wessel, Argand, Francais, Gom-
pertz, Mourey, Warren, Gauss, Cauchy, ete.
La difficulté n’en résulte pas, cependant, tout a fait écartée ainsi.
ar exemple, en géométrie analytique, on manipule des symboles
qui, A’apres des bases établies pour cette science, n’ont plus de sens
dans les cas considérés plus haut; or, il arrive parfois que ces manie-
ments de symboles depourvus ainsi de sens, aboutissent a des résul-
tats qui, eux, en ont par hasard un. Quelle solidité peut-on donner
alors a ces derniers ? Le génie d’un Gauss, d’un Euler, d’un Cauchy,
d’un Lagrange, d’un Poncelet, doué comme il est d’une merveilleuse
faculté naturelle qui Ini sert de guide et de devinement, pourra tirer
parti, sans s’égarer, de pareils jeux de symboles. Mais cela n’arrivera
pas au commun des mortels, et, du reste, ni les mathématiciens que
nous venons de nommer, ni Leibnitz, ni J. Bernouilli, ni Abel, ni au-
cun autre de ceux qui firent un si remarquable usage des quantités
«imaginaires» n’ont donné un fondement quelconque a 'emploi de
pareilles expressions dépourvues de sens dans le domaine ou elles
ont été employées. Ils se sont, tout au plus, limité a tacher de
justifier cet emploi en invoquant de vagues analogies, ainsi que les
concordances des résultats obtenus moyennant I'application incons-
ciente du Principe de la conservation des lois du caleul algébrique.
C’est justement a cette époque que d’Alembert a dit: Suiver en
weant et la foi vous viendra ; et ¢’était bien en effet une ceuvre de foi
que de justifier un semblable maniement de symboles, par I’invocation
d’une prétendue Généralité de I Analyse, suivant une phrase de La-
grange; ou par celui d’un Principe de Continuité, Q’aprés Poncelet.
Je préciserai mon idée par un exemple. I7équation x* - y* =12,
de la circonférence, correspond, dans le domaine strictement algébri-
que, a la courbe tracée par un compas, car, comme dans ce domaine
les racines carrées de quantités négatives sont des non-sens, x et y
ne peuvent éxister ensemble (dans I’équation en question), que pour
des valeurs convenables de I'une et de I'autre, comprises entre —|-»
et —"r. Dire alors que toutes les équations de cette courbe sont satis-
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faites pour les valeurs: ¥ = oo, y =i oco; definir, en conséquence,
deux points «cyeliques », communs a toutes les circonférences d’un
plan; definir ensuite des « droites isotroves », unissant les centres de
ces circonférences avec les deux points communs en question; ajouter
que ces droites forment des angles égaux avec une droite quelconque
du plan; dire que la distance de deux points de ces droites isotropes
sont toujours nulles, ete., ¢’est, pour le domaine algébrique, employer
un langage insensé, fantastique et méme monstrueux. Mais, si pour y
échapper, on considere ’équation dans le domaine vectoriel plan, on
ne distingue pas aisément la maniere d’interpréter le sens graphique
de ’équation.

Nous nous proposons d’examiner les principales questions de cette
nature, en cherchant toujours, tant que faire se pourra, une interpré-
tation concrete ou graphique.

Nous entendrons, en méme temps, terminer ainsi notre cuvre de
vulgarisation, commencée depuis voila déja plus de vingt années,
mais que des obligations plus pressantes, nous avaient presque aus-
sitot obligé d’interrompre.

I

GEOMETRIE VECTORIELLE A DEUX VARIABLES

1. Avant de faire une plus grande généralisation, je vais sur le
champ étudier le cas, indiqué
dans la préface, relatif aux
« points eyeliques » du plan.
B oP Soit = un plan que je nom-
1 merai plan de base; j’y sup-
pose déterminé des axes car-

tésiens orthogonaux de Ila

) / géométrie analytique ordi-
’O A % naire. La variable indépen-

dante ou argument, @, ne pren-
dra, dans ce qui suit, que des

valeurs algébriques au sens
striet du mot (valeurs réelles.
positives ou négatives) mais nous admettrons que la fonction, y, soit
un vecteur dirigé dans le plan i, perpendiculaire au plan de base =,
par 'axe de y (fig. 1) (Oy, direction positive, Oy, direction négative).
A chaque valeur de @ et de y, on pent, alors, faire correspondre un

Figure 1
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point P, qui est Pextrémité du vecteur @ -~y (d’aprés la loi du para-
1lélogramme de composition des vecteurs). Kt réciproquement, au
point P, il ne peut que correspondre une valeur réelle de « et une
vectorielle de y, lesquelles s’obtiennent en considérant le plan qui
contient P, et qui est perpendiculaire a Vaxe Ow: le pied A de ce
plan sur Oz, détermine la valeur OA de «; et alors le vecteur OB
«équipollent » de AP, par O, est le vecteur y.

2. Pour la détermination de y, nous considérerons les quatre vec-
teurs unitaires -1, —1, 47, — 4, orientés dans le plan:. (voyez
fig. 2). Si ¢ est le vecteur projection de y sur
I'axe yy’, et si d est la projection de y sur 'axe
perpendiculaire a ’antérieur, nous savons que

y=c-+di

¢ et d étant algébriques (réels) sur les axes
respectifs (1).

Cette convention étant établie, retournons
a Pexpression

x? _'__yz — 2

dans laquelle » a le caractére d’un parametre

(réel) et examinons quel peut étre le lieu des 3

points qui ont pour projections les extrémités

des vecteurs @ et y qui se correspondent dans

cette détermination (une des projections doit

&tre faite sur ’axe des @, "autre sur le plan v).
Nous avons d’abord :

hah Y

y =+ r —a.

3. Quel que soit x (réel), on obtient toujours pour y deux valeurs
égales et de signes contraires (opposés); siw est compris entre -7 et
— r, les valeurs de y sont dirigées suivant ’axe des yy’ (verseurs 0°
et 180°). Au cas contraire, ils le sont suivant I’axe perpendiculaire
au précédent par O (verseurs de 90° et de 270°). Le tenseur est,
dans le premier cas, l'r‘l — x*y il est Vw3 — »* dans le second cas. Si 2
est le valeur arithmétique de ce tenseur, nous aurons, dans le pre-
mier cas :

O, Sy, (|
g7 =1 &3

(1) Voyez, pour le caleul vectoriel plan, notre Htude sur les Quantités mathéma-
tiques. Grandeurs dirigées. Quaternions.




est dans le deuxieme

Oest-a-dire,

équations respectivement d’une circonférence de rayon r et d’une
hiperbole equilatere de demi axes de longueurs r.
4. Le lien cherché s’obtient, comme il a été indiqué, en faisant la

Figure 3

somme vectorielle de @ et de y;les extremités non communes des vec-
tenrs-sommes fournissent ce lieu; niais comme ici les vecteurs y se
maintiennent toujours dirigés, soit dans Pune ou 'autre des directions
opposés de Paxe yy’, soit dans celles de 'axe perpendiculaire a =, il
suffira, pour obtenir lasomme vectorielle, de tracer par les extrémités
des vecteurs @, des perpendiculaires a ’axe za’, dans le plan de base
= quant @ est compris entre |- r et — r; et dans le plan 7, perpendi-
culaire & celui de base, par xx’, pour les autres valeurs de x. Les
ordonnées prises sur ces perpendiculaires doivent étre égales aux
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valeurs correspondentes du tenseur 2 de y. On obtient ainsi le lieu

cherché, qui se trouve étre constitué par une circonférence de rayon

r et de centre O appartenant au plan de base =, et par une hyperbole
equilatere de demi axes » située dans le plan y (fig. 3). Si r =0, la
circonférence se reduit au point O, et Phyperbole aux droites « et b
du plan y passant par O, et inclinées & 45° sur xa'.

5. Nous avons supposé que les axes son orthogonaux et nous con-
tinuerons a les supposer ainsi jusqu’a nouvel ordre, mais si Uorigine
ne coincidait pas avec le centre de la circonférence, nous aurions
I’équation

(x — m)? -~ (y — n)* =1

m et n étant les coordonnées (réelles) du centre.

En répétant dans ce cas le raisonnement fait pour le cas antérieur,
on a, comme lieu, la méme figure antérieur, Phyperbole se trouvant
dans le plan 7 perpendiculaire au plan de base, par la droite parallele
a Paxe @x’ qui passe par le centre de la circonférence; d’ou il résulte
que, pour une circonférence donnée, la position de cette hyperbole
ne dépend que de la direction de I'axe xx’.

6. Nous aboutirions au méme résultat en soumettant I’équation gé-
nérale a une transformation générale de coordonnées, ¢’est-a-dire, en
remplacant @ et y respectivement par

x cos ) — ysin ) — m, @sinh -~y cos ) — .

7. Si au lieu d’une circonférence il s’agissait d’une ellipse de demi
axes « et b (e D) nous aurions, en plagant Porigine des coordon-
nées a son centre O, 'axe des @ con-
tenant « :

bz + a*y? = a®d’.

Reprenant le raisonnement fait
pour le cercle, on trouvera comme
lieu : Vellipse courante du plan de
base, c¢’est-a-dire celle que trace un
ellipsographe, et I'hyperbole

et — aryr = a’b* Tgure &

située dans le plan  perpendiculaire au plan = par x«’, et dont les
demi axes sont : a (sur xzx’), commun avec Uellipse de =, et b, perpen-
diculaire & = par O, ainsi que Vindique le figure 4.
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Mais, & présent, un changement de coordonnées donnera lieu a
d’importantes variations.

8. Faisons tourner Vaxe ' autour de Porigine, d’un angle 6. Nous
aurons :

b?* (¢ cos h — y sin 6)* - @* (@ sin 0 - y cos 6)* = a*bh?;

(b* sin* § - a* cos? 0) y* - 2 [(a* — b*) sin 0 cos 0] wy -

— (b* cos® § - a® sin® 0) @* — a*h* = 0.

Done, en résolvant cette équation, et apres quelques réductions :

— @sin 0 cos 0 (a* — b*) 4+ ab | — «* - (b* sin* 6 - a* cos* 0)
b* sin® 6 - a* cos®

- (1)

y:

C’est-a-dire que, pour chaque valeur de « (réelle), le vecteur y est
la somme des deux vecteurs y, et y,, a savoir :

— @ sin 0 cos 0 (> — b?)
b* sin® 6 - a* cos*

Y= (a)

(du plan de base),

ab)— x* - (b* sin® § - a* cos* 6)
b* sin® 6 -~ a* cos*

Y=+ ’ (b)

qui appartiendra au plan de base quand
x* < b*sin® 0 - a? cos?

et au plan y, dans le cas contraire.

9, Poumgi—=i- Jb* sin® 6 - a* cos? h = 5 Vk, qui correspond a Iéva-
nouissement du discriminant de Iéquation, le vecteur y, disparait.
Le lieu (a) est une droite » de = qui passe par Uorigine et dont le coéffi-
cient angulaire est :

¢ — sin § cos 6 (a®* — b?) l
an == - R
g b* sin®* 6 - a* cos* f k

Il convient de trouver les coordonnées x,, y,, du point qui corres-
pond & Pévanouissement du vecteur y,. Nous avons vu que z, ==+ /.
Pour trouver y, il suffit de remplacer en (1) cette valeur de z,. On

obtient :




— 261 —
10. La figure 5 représente 'ellipse, les axes des coordonnées, la
droite r. Les segments relatifs & w, et y, sont 4 OR, =+ RT. Nous

avons vu que ¥, = -+ OR = - |k. Cette valeur de k peut étre obte-
nue graphiquement ainsi : Si A et B représentent les extrémités du
grand axe, et du petit axe de I'ellipse, en les projetant orthogonale-

()
¥

Figure 5

ment sur axe xa’ de fagon a ce que les projections H et I se trouvent

de différents cotés de O, il en resultera : OH = « cos 0; Ol =bsin 0.

En prenant OJ = OI sur Paxe des y, le segment HJ a la valeur
J'a* cos* 6 - b* sin® 0, ¢’est-a-dire, justement, Vk. Done, OR = HJ. Quant

aPordonnée correspondante de w,, qui, pour cette valeur + /&, se com-

- o s l =
pose uniquement du vecteur (a), soit RT ==- —; on peut obtenir
k
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graphiquement en cherchant un foyer I de DUellipse; on a alors,

OF =a*— b* =¢ Donc :
l=sinHecosh(a* —h*)=c.sinb.c.cos.0.
Cette expression représente aire du rectangle construit sur les seg-

ments FC et FD, abscisse et ordonnée du foyer F. 11 suffit, par consé-

quent, de considérer sur I'axe des y le segment OB = HJ = |k; de
Jjoindre ensuite Il et C. et de tracer, par D, la parallele DG a EC; on

. — =
obtient ainsi le segment OG = —.
[k

11. Il s’en suit que les points singuliers T s’obtiennent aisément
en prenant OR = HJ, et RT = OG. Le carré de I'hypoténuse OT,
du triangle PRT. a pour valeur :

k*--1*  a' cos*h--Dbisin®0
ko b*sin®*0 - a*cos®i

Les points T sont évidemment ceux de contact des tangentes a
Pellipse paralleles a Paxe yy’'; OT est le demi-diametre conjugué de
cette direction. Pour une valeur de ¥ moindre que 6R, par exemple
pour x=0Q (voyez le figure b), le discriminant de Péquation est
positif et les points P, P,, correspondants de la courbe, s’obtiennent
en ajoutant a Pordonndée 08, correspondante de la droite r, ¢’est-a-
dire au vecteur (a) les deux segments égaux et de signes contrai-
res SP, et SP, du vecteur (b), deuxiéme composante de y. Pour une
valeur de @ > O—R, le diseriminant est négatif, et les deux valeurs du
vecteur (b) doivent se prendre perpendiculairement au plan = de base
par le point M de ». 11 est aisé de se rendre compte que le lieu ainsi
obtenu est une hyperbole de demi axe réel OT. Considerons, par exem-
ple, le valeur OL >OR de « (fig. 5). Le vecteur (a) est toujours celui,
-(—L\—I, qui correspond a la droite #; il faudra donc tracer par M la per-
pendiculaire au plan du papier (plan = de base) et prendre d’un co6té
et de I'autre, un segment MZ de longueur égale au tenseur de (b). La
courbe ainsi obtenue dans le plan perpendiculaire a celui du pa-
pier, par », aura donce cette droite comme axe de symétrie, et pour
constater qu’il s’agit en effet d’une hyperbole on peut la référer a la
paire d’axes orthogonaux d’origine O, celui des X coincidant avec »
et autre, que nous dirons, axe des Z, perpendiculaire an plan de base
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par O. On a alors, X et Z désignant les coordonnées d’un point de
cette courbe.
23 R = a* cos® 6 - bt sin? O
=y
k? k? k?

X:=OL -} LM =a*+

en posant, pour abrégér,

q=a'cos*f- b sin*0

7 i_abl/a:*—l\' . ,_ @b @ —k)

d’our, par I’élimination de x entre les valeurs de X* et Z*

a*b? (Xi g k)
R VUL S

Z2 —
kz
c’est-a-dire
X: VA

S e
q.k @bk

équation d’une hyperbole de centre O, et de demi axe réel OT —= ‘/;1,
¢
comme nous l'avions exprimé plus haut.

. ab . ; 2
L’autre demi axe, a la valeur —= qui peut, graphiquement, s’obtenir
/].'

ainsi : Le produit ab représente ’aire du rectangle construit sur les
deux demi axes OA et OB; si 'on prend en OB, & partir de O, le seg-
ment OV = HJ :Vi', et 'on joint ensuite V et A, en tracant la pa-
rallele, BU,a VA, le segment obtenu 0U (fig.5) a, justement, la valeur

ab . B .
—; il représente, done, le demi axe non transverse de I’hyperbole.

Dans la figure 5, ’hyperbole est supposée rabattue sur le plan de
base autour de r; elle est indiquée par le trait pointillé.

12. Si les axes des coordonnées sont transportés parallelement a
eux mémes, aucune modification ne se produirait relativement a la
position de I’hyperbole; autre chose resulterait au contraire d’une
rotation des axes : si les orientations de ces derniers coincident
avec celles des axes de Dellipse, Phyperbole appartiendra a 'un ou

AN. ACAD. CIENC. KEXACT. — T. I 18
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Pautre des plans perpendiculaires a celui de base par les axes de
coordonnées, et les axes de hyperbole auront méme valeur que ceux
de Pellipse; un changement de ces orientations fait sortir Phyperbole
des plans en question et modifie la longueur des axes qui ne sont

plus, par conséquent, égaux a ceux de I'ellipse.
13. Un raisonnement et un caleul équivalent nous conduirait a
établir que, 8’il s’agit le ’hy-

X perbole

bar — a*y* = arb?, a>b
ST AT

S = o™ e , .

P \é% © ayant des valeurs algébri-
ety ques (réelles) et y pouvant
prendre des valeurs vectorie-

lles, le lieu est constitué par _
I’hiyperbole courante du plan
de base, et par une ellipse

Figure 6 située dans le plan perpendi-

culaire y, d’axe majeur 2a

coincidant avee axe transverse de ’hyperbole et d’axe mineur 2b
(fig. 6).

14. Si les axes des coordonnées ne coincident pas avee ceux de
Phyperbole, il en résulte des formules analogues a celles deja trouvées
pour Pellipse; il suffit d’y changer b* par — b-.

La valeur k= a* ¢os® — b*sin* 0 peut s’obtenir aisément ainsi :
Soit A un sommet de ’'hyperbole;le projection orthogonale OH (fig. 7)
du demi axe OA sur w2’ a pour valeur a cos 6; la projection OI de
lautre axe OB vaut b sin 0; done, si avec centre I et rayon = OH on
coupe l'axe yy’ en J; 0J résulte précisement avoir la longueur VE.

L’abscisse OR du point critique T, qui correspond a la valeur nulle
du discriminant, résulte égale a 4 Vk, ¢’est-a-dire a OJ. Relativement
sin ) cos 9_(“2 ) S _L of
Vi V&
on lobtient en projetant un foyer F de I'hyperbole, en C et D sur les

a Vordonnée RT, elle est égale a4

axes des coordonnées : OF* valant a* -}- b, le numerateur de RT est
la valeur de l'aire du rectangle OCFD; done si OE =k = 0J, en joi-
gnant B a C, puis tracant la parallele DG a EC il resultera : OG = RT.
Les points T sont, par conséquent, trouvés, de méme que la droite »
qui joint O a T.
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Pour tout point Q d’abscisse arithmétiquement supérieure a OR,
les ordonnées correspondantes s’obtiennent par I'addition, de I’ordon-

née y, = Q—S de r, avec les deux vecteurs y, — -} SP. L’on obtient
ainsi les points P, et P, de Phyperbole de base. Quant aux points

d’abscisses moindres que O—R, par exemple le point L (fig. 7), il fau-

¥

Figure 7

dra ajouter & Pordonnée y, — LM de r,les deux vecteurs y, = - MZ

dirigés dans le plan perpendiculaire a =. Ces valeurs sont :

oy ab — a* - (a? cos? 6 — b2 sin® @)
Y= a* cos? h — b* sin* 0

Le lieu des points ainsi obtenus, est une ellipse qui, dans la figure
7, se trouve rabattue autour de » et indiquée par des traits pointillés.
La démonstration est identique a celle faite précédemment. Si on la
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rapporte a des axes d’origine O, I’axe des X suivant », et ’'axe des Z
suivant la perpendiculaire au plan = |rabattue en (Z)] on obtient,
comme équation de la courbe :

X: A

— b —=1.
q.k  ab*lk

De sorte que Iellipse a pour centre, O, et pour valeur des demi-axes:

ab . . e sl d :
l/%; V_—_; le premier est égal au segment OT. L’autre s’obtient, graphi-
' Vk

quement, comme pour le cas antérieur, en prenant GV:O_J, puis
joignant V a A, et tragant, par B, la parallele BU a VA jusqu’a
couper OA; OU est le segment cherché, égal au demi axe oW,
15. Finalement, s’il s’agissait d’une parabole, dont ’axe se trouve
étre Paxe des x, le sommet
X z coincidant avec lorigine
O, p étant le double de la
distance du sommet au
foyer, nous aurions I’équa-

tion y* — 2px. Pour des
valeurs positives de x, 1’¢-
quation représentera la
parabole graphique du
plan de base, et pour des
valeurs negatives de w,
une autre parabole iden-
Figure § tique, de méme axe et
sommet, mais située dans

le plan » perpendiculaire & = comme lindique la figure 8.
Si la directions de ’axe des «, relativement a celui de la parabole,

forme un angle ), nous aurons :

2pa cos O —- p?* sin* O
— ¢ tang 0 -+ 20 cm; Op =y, + v

ptang 6
cos 0

y:

La composante y, représente une droite paralléle o ’axe de la para-
bole a la distance p tang 6, valeur qui s’obtient graphiquement (fig. 9)
en projetant le segment OP = psen O_E, parallelement & zx’ sur la
perpendiculaire, par O, a ’axe de la parabole; OB est la distance de
ralaxe de la parabole. Quant aux composantes = v., il faudra les
prendre dans le plan de base si le discriminant est positif, et dans
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le plan perpendiculaire lorqu’il est négatif. §’il s’évanouit, on «
¥y, =0, et on obtient les points critiques T, d’abscisse

OR— —](—: tang 0 sin

valeur qui s’obtient graphiquement en projetant F en G (fig. 9) sur

s

¥

‘\\C/C\""'"' - e

Figure 9

la perpendiculaire a ’axe de la parabole par le sommet O, I’abscisse
de G est celle OR, de T.
Pour tout point Q & droite de R (fig. 9), le point du lieu s’obtient en

ajoutant a Pordonnée QS = y, de r, les ordonnées 4y, —=-+ S_IS,
dans le plan du dessin. On obtient ainsiles points P, et P, de la para-
bole graphique du plan de base; mais pour tout point L a gauche de

R, y faudra faire la somme vectorielle de 'ordonnée LM, correspon-
dante de r, avec les deux vecteurs - MZ perpendiculaires au plan =.
Le lieu ainsi obtenu est une autre parabole (qui a été rabattue
autour de », et indiquée en traits pointillés dans le plan du dessin).
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16. Pour determiner le parametre de cette nouvelle parabole, nous
la rapporterons au systeme d’axes d’origine T, ’axe XX, suivant r;
et axe Z, suivant la perpendiculaire a » par T. Nous aurons alors, si
a2, —OR 1

X =M =2
cos h
m:Xcosﬁ-l—wozXcosO—I(—;tangOSinO

e 2px ¢os 0 - p* sin® 0

Vi —
cost 0

Si ’on remplace dans cette derniere, X par sa valeur tirée de la
premiere, on obtient, en réduisant :

2
fo=_L

cosf

c¢e qui indique que le parametre de cette parabole est celui de la
parabole du plan de base, divisé par cos® . On obtient graphiquement
la distance focale sans aucune difficulté (TF’ = OE).

LT

LES POINTS CYCLIQUES, LES DROITES ISOTROPES. LES ELLIPSES
SEMBLABLES ET LES ELLIPSES HOMOFOCALES

17. Nous sommes maintenant a méme d’indiquer comment on
peut graphiquement représenter certaines propriétés analytiques
d’une circonférence, c¢’est-a-dire, du lien représenté par 1’équation

(@ — m)* 4+ (y —n)* =1*

ol # a une valeur algébrique (au sens strict), y étant un vecteur,
comme il a été expliqué plus haut : m, n et » seront également suppo-
sés algébriques au sens strict.

18. Tous les lieux représentés par ces équations, pour les valeurs
quelconques de m, n et r, se composent, d’abord, de toutes les circon-
férences du plan, (courbes capables d’étre tracées par un compas), le
centre étant le point de coordonnées m et n, et le rayon étant r; mais
chacune de ces courbes doit étre acompagnée d’une hyperbole équila-
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tere comme il a ét€ indiqué plus haut (fig. 3); les demi-axes de ces hy-
perboles ont la valeur r, et elles sont toutes situées dans des plans per-
pendiculaires au plan de base par les droites paralleles a celle des « qui
passent par les centres respectifs de ces circonférences lesquels sont
également les centres des I’hyperboles correspondantes. Les asympto-
tes de ces hyperboles sont a 45°, et toutes paralleéles a 'une ou a ’au-
tre des deux directions ainsi déterminées. On peut, par conséquent,
dire que, si par origine des coordonnées, I’on trace, dans le plan per-
pendiculaire & celui de base par V’axe des @, deux droites a 45°, les
points a Uinfini (ou «impropres ») de ces droites, sont communs a toutes
les hyperboles, ¢’est-a-dire, aux lieux représentatifs de ’équation des
circonférences (au sens analytique défini plus haut). Ces points com-
muns ont pour coordonnées : & = oo, y = - i co. Ce sont les points dit
cycliques du plan relativement au systéme de coordonnées établi. Si
Pon change la direction des axes, les points en question changeront
aussi, fait qui met en évidence le caractere entierement analytique de
ces points. Ils dépendent, en efret, du concept de « direction », concept
qui, graphiquement, ne dépend que de la direction fixée comme positi-
ve, laquelle est arbitraire. La phrase paradoxale : toutes les circonfé-
rences ont deux points imaginaires communs & Uinfini, nommés les
points cycliques du plan, se trouve ainsi graphiquement expliquée.
Quant aux droites isotropes, ce sont celles paralleles aux asymptotes
des hyperboles correspondantes; elles joignent un point quelconque
du plan de base avec les points cycliques. Que cela soit une pro-
priété caractéristique des circonférences, ressort, en effet, de ce que
I’on ne pourrait en dire de méme pour les ellipses, ¢’est-a-dire, pour
les lieux qui répondent & V’équation du numéro 7. Car ces lieux se
composent de toutes les ellipses du plan de base et des byperboles
correspondantes, mais ces dernieres (fig. 5) ne sont plus dans des
plans paralléles, ni leurs asymptotes sont également inclinées. Il ne
pourrait se produire un cas analogue a celui de la circonférence que
si les demi-axes « et b (@ > b) des ellipses considérées satisfaisaient
a la condition d’étre constant le rapport a | b. Cette observation per-
met de dire que toutes les ellipses semblables, qui ont les grands axes
(et par tant, les petits) paralleles, ont deux points communs a Uinfini.
Et on pourrait en dire de méme pour les hyperboles, puisque dans ce
cas, leurs asymptotes seraient paralleles.

20. Quant aux paraboles, comme leurs courbes complémentaires
sont aussi des paraboles égales a celle du plan de base, et ayant leurs
axes paralleles, il faudrait que les paraboles du plan de base eussent
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leurs axes paralleles et de méme parametre, ¢’est-a-dire, qu’elles fus-
sent égales entre elles. Dans ce cas elles auraient évidemment leurs
sommets a I’'infini communs.

21. Il est également facile de donner un sens graphique a l'ex-
pression : toutes les circonférences ont deua asymptotes imaginaires qui
lewr sont tangentes aux points cycliques, et qui passent par lewrs centres.
Au surplus, si les circonférences du plan de base sont concentriques,
les hyperboles complémentaires ont mémes asymptotes ; c¢’est-a-dire,
que les lieux son tangents aux points cycliques, et qu’ils ont, non seu-
lement ces deux points communs, mais encore communes leurs tan-
gentes en ces points (droites isotropes), ce qui représente quatre élé-
ments : ils ne sauraient donc¢ en avoir d’autres communs. Si, au
contraire, les circonférences ne sont pas concentriques, elles peuvent
avoir deux autres points communs en dehors des points cycliques
ces points peuvent se trouver sur les circonférences du plan de base.
ou sur les hyperboles complémentaires, sans compter les cas limites.
Et réciproquement. i

22. Nous avons déja fait observer (n° 4), que si le rayon de la cir-
conférence devient nul, le lieu se réduit a un point dans le plan de
base mais, en fait, aux droites isotropes qui passent par ce point.
Ceci explique, graphiquement, la proposition: une circonférence de
rayon nul coupe toute autre circonférence concentrique exclusivement
aux points cycliques.

23. Si des ellipses sont semblables, concentriques, d’axes corres-
pondants de méme directions — directions que nous prendrons aussi
comme celles des axes de coordonnées, les hyperboles complémentai-
res du lieu du plan de base ont mémes asymptotes — de sorte que
ces ellipses ont, non seulement communs les points a I’infini, mais
aussi les tangentes en ces points: elles ne peuvent avoir done d’au-
tres points communs.

24. La plupart des propriétés d’aspect entierement paradoxal quand
on ne considere que le plan de base, deviennent d’une évidence tres
grande quand on emploie la représentation graphique indiquée, et
méme, cette derniere signale quelques erreurs que ’on commet des
fois sur ces questions, erreurs qui passent inapercues, justement
parce que l'on n’a pas une représentation visuelle. Ainsi, 'on dit
quelque fois que, si Pon fait tourner le plan de base autour d’'un axe
perpendiculaire, en laissant invariable la direction des axes des co-
ordonnées, les directions des points cycliques ne changent pas; cela
est, en effet, une conséquence de ce que les hyperboles complémen-
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taires des eirconférences du plan de base, se trouvant dans des plans
perpendiculaires & ce dernier par Paxe des x ou par des paralleles
a cet axe, ont toujours leurs asymptotes paralleles. Mais prétendre,
par la, que ces directions invariables des droites isotropes sont des
directions absolues du plan, ¢’est commettre une impropriété, puisque
ces directions changent avec celle de I’axe des @, laquelle peut étre
quelconque. Du moins, il faut se mettre bien ’accord sur le sens a
donner aux expressions que 1’on emploie.

25. On dit, quelquefois aussi, qu’un changement des axes des coor-
données de change pas les coordonnées des points eyeliques, lesquel-
les sont toujours: ¢ = oo, y = - i co. Mais, justement, conserver
mémes coordonnées dans un changement d’axes, signifie changer les
points ou les directions correspondantes. On peut dire done qu’il y a
impropriété dans cette phrase: les points cycliques sont des invariants
absolus pour toute transformation de coordonnées. On devrait dire, en
tout cas, non «les points cycliques » mais bien : « les coordonnées des
points cycliques ». En réalité, ce qu’il y a dans tout ceci d’invariable,
¢’est, pour notre représentation, I'angle de 45° que les asymptotes
des hyperboles complémentaires des circonférences du plan de base,
situées dans des plans perpendiculaires a ce dernier, forment avec lui.

26. On dit aussi souvent que: pour faire coincider dewx figures sy-
métriques (par rapport & une droite) d’un plan il faut interchanger les
points cycliques de ce plan. Or, il est évident que cette coincidence
s’obtient en faisant tourner le demi plan qui se trouve d’un ¢oté de
Paxe de symétrie jusqu’a Pappliquer sur Pautre et réciproquement-
Cette opération se comprend sans besoin de faire intervenir Ies
points eycliques mais si on veut les faire intervenir, il faut observer
que la rotation indiquée ne peut produire I'interchangement des
points eycliques que si 'axe de symétrie est parallele a ’axe des z,
ou coincide avec lui.

27. La proposition : toute courbe de deuxiéme degré qui passe par un
des points cycliques doit passer par Uautre et étre ainsi une circonfe-
rence, proposition qui se démontre généralement en faisant constater
que, si ’équation générale des coniques est satisfaite par les coordon-
nées de I’an des points cycliques, elle résulte, par ce seul fait, satis-
faite par celles de Pautre, peut étre démontrée sans aucune formule en
se représentant les coniques comme nous ’avons graphiquement in-
diqué. Il n’y a évidemment que la circonférence qui répond a la con-
dition établie. Mais la conclusion que 'on en tire, quand on dit que
ce fait explique pourquoi la circonférence est déterminée par seulement
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trois points, au liew de cing (les autres deux étant des points cycli-
ques) semble plutdt artificieuse, puisque cette propriété découle in-
médiatement de la forme de son équation.

28. Nous avons vu plus haut que les circonférences de rayon nul
sont représentées par les deux droites isotropes passant les cen-
tres respectifs ; mais exprimer ce fait en disant que la distance des
points eycliques & un point quelconque dw plan est nulle ¢’est entrer
dans un terrain entierement différent qui exige la définition préa-
lable de la notion de distance comme extension de la notion vulgaire
de ce concept. Nous traiterons cette question a son temps et lieu.

Avant de terminer ce chapitre, il convient de faire voir par quel-
ques exemples, D'utilité que peut rendre la représentation graphique
indiquée. Nous considérons certaines propriétés des foyers des co-
niques.

i
> h
\ / ¢ l’
b |
L a f——
F 0 F
7t t
E
P |
© Fi,
t \(
g
Figure 10

29. Soit (fig. 10) une ellipse et une hyperbole coaxielles, de grand
axe 2a et de petit axe 2b. Sion trace les tangentes inclinées a 45° par
rapport aux axes, celles t/, de I’hyperbole passent par les foyers I de
Iéllipse, et celles t de V’ellipse, par les foyers I, de I’hyperbole (1).

dy
(1) Si Von écrit, en effet, la condition TZ — -+ 1 qui correspond aux tangentes
de

a 45°, on peut obtenir les coordonnées des points de contact en éliminant « et y
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Ceci dit, relevons une des courbes autour de axe des x jusqu’a la
placer dans le plan perpendiculaire a celui de base (fig. 11 et 12). Les
tangentes ¢ ou ¢’ a la courbe relevée continueront a passer par les fo-
yers de la courbe fixe; mais la figure ainsi obtenue correspond aux
figures 4 (ol 5), ¢’est-a-dire, aux représentations graphiques de lieux

b + a*y® = a*h*.
T @y

Figure 11

Les quatre tangentes ¢ ou ¢’ a la courbe relevée resultent (étant a
45°) paralleles aux droites dites isotropes; ceci donne une représenta-

entre ’équation ainsi obtenue et celle de la conique donnée. On obtient ainsi :
a* ) b
Fo=t Va* b == Va2 2 b
Le point ot cette tangente conpe ’axe des x a pour abscisse
2, —y, =+l T =+e
¢’est-a-dire, précisement, les abscisses des foyers de 1’autre courbe.

< ’ | :
S7%il s’agit de la parabole y* — 2px, la condition T = 1, fournit, comme coor-
dx

£ : p - x
données du point de tangence : x,— — 3 Y% =1D; c’est-a-dire, I’abscisse et 1’ordon-

née du foyer, de sorte que les deux paraboles étant idéntiques, 'une a droite,
I’autre a gauche, la propriété se trouve verifiée.
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tion graphique a la phrase : les foyers d’une conique sont les poinis
d’intersection des tangentes a la courbe considerée, traceés par les points
eycliques du plan. Comme ces mémes tangentes a 45° a la courbe rele-
vée se coupent, dans le cas de Vellipse et de 'hyperbole, en deux au-
tres points If;, appartenant a ’axe perpendiculaire au plan de base,
a la méme distance du centre que les foyers I', I’ ont en tire une
explication de ce qu’il faut entendre par les foyers dits «imaginai-
res» de ces courbes; points qui ont mémes coordonnées que les foyers
véritables ou «réels» mais affectés du signe de 'imaginaire, qui, pour
notre représentation vectorielle, se rapporte a un vecteur perpen-
diculaire au plan de base par le centre de la courbe.

Figure 12

30. Dans le cas de la parabole, il n’y aurait qu’une paire de tan-
gentes a 45° et, par conséquent, pas de foyers imaginaires.

31. Considerons, maintenant, deux ellipses ou deux hyperboles
homofocales; elles ne se coupent pas dans le plan de base. Au con-
traire, une ellipse et une hyperbole homofocales se coupent toujours
dansle plan de base, et elles le font méme orthogonalement (1). Dans

X2 Y2 X2 Y?
(1) En effet, si Vellipse — 4 i 1 et I’hyperbole i 1 sont homofo-
a i 2 2
cales, on doit avoir, «®* — b* = a'* 4 b'® de sorte que, en soustrayant on a :
X?. Y!

= R
ata'* bt !

(X Y)'X Y'_0
\aa’ + bb', (aa' W) B

¢’est-a-dire

condition qui doit étre satisfaite par les points d’intersection cherchés (XY )
s’ils existent dans le plan de base. Mais le lien exprimé par la dernidre egalité
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le premier cas, si les courbes ne se coupent pas dans le plan de base
les courbes complémentaires le font stirement.
En effet, soient les deux ellipses
2 2 2 2 "
»Y_y 2Ly
a': b’z aga b’2

Les équations des courbes complémentaires, dans lenr plan, sont :

X‘: Z-z
fl—. — b—,’ =1, (a)
X 72

- = I)
a* b2 L @)

Par la condition d’homofocalité supposée, nous avons :

a*—b*=a,* —b2=rc". (¢)

Les coordonnées w,, z,, des points d’intersection, s’ils existent,
doivent satisfaire a la condition obtenue en soustrayant (a) de (b),
<’est-a-dire, en tenant compte de (¢)

Xiii ZU: =-a
a’la®  0%hs?

0 ()

¢e qui revient a établir que ces points d’intersection existent en effet,
et que les courbes se coupent orthogonalement {voyez la note au bas
de la page). Le lieu indiqué par (d) (en supposant que w,, ¥, sont des
soordonnées courantes) est constitué pas deux droites symétriques
contenant Vorigine. Les coordonnées de leurs points d’intersection
avec la courbe ont pour valeur :

a,a,

b,b,

C

oni ? Z:i

est constitué par deux droites symétriques contenant ’origine O. Les équations
des tangentes aux courbes, en chacun de ces points sont :

2%, ¥ XX, X¥
R e A i Tl
X‘l 1’:‘

0

I’équation —— — —°_ — 0 indiq ue que ces deux tangentes sont perpendicu-
1 2 12 2pr2 1 5 pery
a~a-~ b*b'*

laires. §’il s’agissait, aun contraire, de deux ellipses (ou de deux hyperboles)

. 5 . X A 4 . & i e

homofocales, au lieu d’avoir —— — —— — 0 nous aurions —— -+ ——

a*a’*  bH'* a*a’* " b*h'*

ne peut étre satisfaite par aucune droite du plan puisqu’il s’agit de la somme
nulle de deux carrés.

=0, qui
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Les tangentes aux courbes en ces point ont pour équations :

|

XX, | %% __, XX, 2% _

— Ts
a® ' b2 ? a,? b,*

Kt Végalité (d) indique que ces tangentes sont orthogonales.

32. Le sens graphique de la phrase : deux coniques homofocales se
coupent toujours orthogonalement, résulte établi. En realité elles ne
se coupent dans le plan de base que quand elles sont de nature diffé-
rente (ellipse et hyperbole); dans le cas contraire, elle le font dans le
plan perpendiculaire a celui de base par axe des .

33. On dit aussi que donner un foyer c’est établir deuwx conditions,
puisque cela signifie donner deux tangentes aw liew, soient : celles qui
unissent le foyer en question avec les points cycliques du plan. Ce lan-
gage est inadmissible dans la géométrie synthétique, mais le fait en
soi est exact, car si au foyer en question on ajoute la circonférence di-
rectrice de la conique, cette derniere résulte déterminée (1). Or, com-
me une circonférence se détermine par trois éléments, le foyer impli-
que, done, la connaissance de deux autres. Il n’est par conséquent pas
nécessaire de faire, pour le cas, intervenir les éléments «imaginaires»
du plan, comme 'on dit en employant le langage courant (ou les élé-
ments hors du plan, selon notre représentation). Maintenant, si 'on
veut se placer au point de vue de la géométrie analytique vectorielle,
la phrase signalée plus haut peut étre considerée correcte quoique tant
soit peu précise, car la direction des points eycliques dépend des axes
des coordonnées. Il faudrait alors éclaireir. En observant les figures
4 a 7, on se rend aisément compte que, donner la courbe du plan de
base, ¢’est donner aussi sa courbe complémentaire pour des axes de
coordonnées qui coincideraient avee ceux dela conique. Si ’on don-
ne seulement un foyer, cette direction est inconnue et il faut commen-
cer par la déterminer en employant provisoirement des axes des
coordonnées situés d’une fagon quelconque dans le plan. Si § est Pan-
gle que forme, avec 'axe des x, le grand axe de la conique, et si m et
n sont le coordonnées du centre, équation de la courbe est :

=4 0% [(x — m) cos 6 — (y — n) sin O]* +-
—+ @* [(& — m) sin 6 - (y — n) cos 0] =+ a*b* (a)

équation qui contient c¢ing quantités inconnues : a, b, m, n, 6.

(1) Une ellipse ou une hyperbole.
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Considerons alors les figures 5 et 7 ot le courbes en traits continus
sont celles du plan de base, et celles en traits pointillés les courbes
complémentaires rabattues. Connaitre un foyer signifie connaitre les
coordonnées d’un point des tangentes a la courbe rabattue situées a
45° relativement a 1’axe consideré de la conique. Si ’équation de la
courbe du plan de base correspond aux signes supérieurs de (a), celle de
la courbe rabattue correspond aux signes inférieurs et vice-versa (1).
Puisque les tangentes en question forment avec notre axe provisoire
des @« des angles de 45 - § et 45 — 6; il suffira d’établir, relativement
a la courbe rabattue, la condition :

% = - tang (45 — 0)

ce qui implique Vexistence de trois équations entre les cing incon-
nues. Voila, en rigueur, pourquoi, sous le point de vue des points cy-
cliques, la connaissance du foyer représente deux conditions. Nous
aurions une démonstration également simple s’il s’agissait de la para-
bole; seulement, dans ce cas, la courbe devant étre tangente a la droite
de ’infini, nous aurions trois conditions. Synthétiquement, nous pour-
rions dire que, du moment que quand ou connait la directrice de la
parabole, et son foyer, la parabole, par la définition élémentaire de la
courbe est detérminée; et du moment aussi que, connaitre une droite
signifie établir deux conditions, y en ressort qué la connaissance du
foyer implique donner trois conditions.

34. Connaitre deux foyers suppose donc quatre conditions; con-
naitre en plus un point, c¢’est déterminer la conique (2) mais, pour
établir ce résultat, il n’est pas nécessaire d’avoir recours aux points
syeliques, ressource du reste passablement artificieuse; on peut se con-
tenter des propriétés les plus élémentaires de ces courbes. D’abord, si
I'on donne deux foyers, il ne peut s’agir que de ’ellipse ou de I"hyper-
bole; donner encore un point, c¢’est établir la valeur de la somme ou de
la différence constante des deux vecteurs qui unissent un point du lien
aux foyers, ¢’est-a-dire, déterminer la conique (ellipse ou hyperbole).

Tout ceci est enticrement élémentaire, mais nous avons exprimé
notre désir de faire, en passant, une eeuvre de vulgarisation.

(1) 11 y aura donc deux solutions selon que le foyer donné soit considéré com-
me appartenant a une ellipse ou a une hyperbole.

(2) Il y a deux solutions selon que le foyer donné soit consideré comme appar-
tenant a une ellipse ou a une hyperbole.
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Voici, pour finir, une autre des propriétés paradoxales des foyers,
qui «saute aux yeux» dans notre représentation graphique.

35. Un foyer est (ow peut étre considéré comme) une circonférence de
rayon nul tangente a la conique correspondante en deux points imagi-
naires de la directrice.

Malgré qu’il serait plus logique de laisser ce théoréme pour étre
traité a la suite du chapitre ou on généralise la représentation gra-
phique envisagée, on peut l’exposer ici de la facon suivante.

- Considerons la fonetion linéaire :

prH-qy =0

qui, dans le plan de base, représente une droite quelconque. Si x et y
peuvent étre des vecteurs, nous verrons plus tard que le lieu déter-
miné par équation peut étre représenté au moyen d’un plan coté;
maintenant, si nous voulons simplement représenter la fonction li-
néaire particuliere

w= (¢ étant «rdéel »)

qui, dans le plan de base, représente une droite paralléle a Iaxe de y
a la distance ¢, on peut alors observer que, qu’elle que soit la valeur
de y, méme vectorielle, le lieu représenté par I’équation est un plan
parallele a YOZ, a la distance ¢ de origine. '

Nous savons d’ailleurs que, si dans x* | y* = r* on fait »r = 0, le lieu
représenté (¢ étant «réel ») se reduit, dans le plan de base =, a un
point, et dans Pautre plan y, a deux droites qui sont les bissectrices
des angles droits que forment entre eux les axes des X et des Z (vo-
yez n° 4). Ceci établi ou rappelé, considerons une ellipse représentée

2

‘/L-Z y<

» 174 1 - 1 SO 9 INnG ar

par I’équation pr - e 1. Le lieu se compose de Pellipse du plan de
Xﬁ 7 2

base, dont I’équation est & -+ = 1 et de V’hyperbole complémen-

; nree X gz : _—
taire dont I’équation est o 1. Les droites dont les équations
sont

a” s
= e _— i —y
Jar — b* ¢

représentent ici des plans perpendiculaires a celui de base tracés par
les directrices de ’ellipse, ¢’est a-dire, par les polaires des foyers con-
sidérés (fig. 11 et 12). Une circonférence de rayon nul et de centre I,
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est representée par les tangentes, ¢/, a I’hyperbole complémentaire par

F puisque, comme nous I’avons vu précédemment, les coordonnées, X,
¥ o a?

des points de contact, sont précisément 4 —. La phrase paradoxale

— ¢

citée acquiert une signification, car on déduit du raisonnement fait
que la directrice de la courbe est représentée par un plan; que le foyer,
circonférence de rayon nul, est constitué par deux droites, et que la
courbe tangente est ’hyperbole complémentaire de V’ellipse du plan
de base. On en dirait de méme quand Ia courbe de ce dernier plan est
une hyperbole ou une parabole.

On entrevoit également une interprétation de la théorie des poles
et des polaires quand il est impossible de tracer des tangentes a la
courbe du plan de base. Par exemple, pour les foyers, ces tangentes
devront étre tracées a la courbe complémentaire, et en unissant les
points de contact on obtient le point de la directrice situé sur ’axe.
Mais n’anticipons pas.

e P S






